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Chapter 1

Introduction

Ces notes de cours sont largement inspirées de celles de G. Carlier et de 1. Gallagher,
ainsi que des ouvrages [3} 9].

1.1 Espaces vectoriels topologiques

Les espaces de fonctions sont souvent des (parties convexes d’) espaces vectoriels
topologiques. On peut penser & ’ensemble de toutes les fonctions entre deux espaces
vectoriels donnés, mais aussi

e Les espaces de fonctions réguliéres (continues, C*, C...)
e Les espaces de fonctions vérifiant des conditions d’intégrabilité LP.

e Les espaces de fonctions ayant un comportement donné sur le bord du domaine
(nulles, convergeant vers 0...)

Ces espaces peuvent étre munis de différentes topologies (convergence simple,
convergence uniforme, convergence LP...). Dans certains cas, ces topologies sont
définies par des normes. Mais comme ces espaces sont de dimension infini, les
différentes normes ne sont pas équivalentes.

Les buts de ce cours sont

e D’étudier la topologie de certains espaces vectoriels topologiques, dans une
généralité suffisante pour englober de nombreux espaces de fonctions, et de
voir de nouveaux outils dans des contextes connus (espaces de Banach, espaces
de Hilbert...).

e De comprendre la dualité sur ces espaces, et ses conséquences et applications.

e De présenter certains nouveaux espaces de fonctions, utiles dans différentes
branches des mathématiques (EDP notamment).

e D’étendre certaines théories connues (transformée de Fourier, opérateurs
linéaires symétriques) a de nouveaux espaces de fonctions.

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel topologique). Un espace vectoriel topologique
(sur R) est un R-espace vectoriel muni d’une topologie pour laquelle les applications

(wy) e EXE —2x+y; (Az)eRxE— Xz

sont continues.



Remarque 1.1.1. Dans un EVT, comme les translations sont des homeomor-
phismes, si V est un systéme fondamental de voisinages de 0, alors {x +V,V € V}
est un systéeme fondamental de voisinages de x.

Définition 1.1.2. Un sous-ensemble C' d’un espace vectoriel topologique est dit
convege siVr,y € C ettt €[0,1] on atx+ (1 —t)y € C.

Remarque 1.1.2. Si C est fermé, il suffit de vérifer cette propriété pour t =1/2.

Définition 1.1.3. Un espace vectoriel topologique localement convexe est un EVT
dont chaque point posséde une base de voisinages convezes.

Un espace vectoriel topologique localement conveze séparé est un EVTLC dont
la topologie est séparée.

Remarque 1.1.3. Comme conséquence de la remarque [I.1.1, on peut remplacer
"chaque point"’ par "‘un point”’ dans cette définition.

On peut supposer sans perdre de généralité que {0} posséde un systéeme fonda-
mental de voisinages convexes et symétriques (i.e. tels que —C = C). Comme
Uintérieur d’un convere est un convere, on peut aussi sans perdre de généralité
supposer les voisinages ouverts dans cette définition.

Remarque 1.1.4. Un espace vectoriel topologique peut ne pas étre localement con-
veze. Il sera vu en TD que si 0 < p < 1, lespace LP([0,1],R) des foncitons telles
que |f[P soit intégrables, muni de la distance d(f,g) = [|f — g|Pdt, est un espace
vectoriel topologique qui n’est pas localement conveze.

Définition 1.1.4. Une partie A d’un EVTLC est dite bornée si pour tout voisinage
ouwvert V de lorigine, il existe C > 0 tel que AC C-V.

Si lespace vectoriel est normé, en prenant B(0,1) comme voisinage, si A est
borné alors A C B(0,C') pour un C > 0, ce qui coincide avec la définition usuelle.

Exemple 1.1.1. e La boule unité de R™ est un convexe (quelque soit la norme).

e L’ensemble des fonctions de R™ dans R prenant la valeur nulle en zéro est
convezre.

o {f € C®(R,R);limsup, ., [z|*|fO(x)] = 0 Vk,£ € N} est un conveze (qui

jouera un réole important lorsqu’on verra les distributions).

La topologie induite par une norme sur un EVT donne automatiquement un
EVTLCS. En dimension infinie, il est souvent utile de considérer des topologies qui
ne sont pas induites par une norme. Mais les espaces considérés par les analystes
ont souvent plus de structure qu'un EVTLCS général.

Définition 1.1.5 (Jauge d’un convexe). Soit C' un convere de R?, tel que 0 €
Int(C). Sa jauge est définie par

l|z]|c := inf{t > 0;x € tC}.
Proposition 1.1.6. La jauge de C vérifie
1. YA> 0,2,y € R, [[Azllc = Mlallc et |lz +ylle < llzlle + llylle;

2. Si C est ouvert, alors C = {x € E;||z||c < 1};



3. La jauge est une application continue.
4. 5t C est un ouvert symétrique borné, la jauge définit une norme.

Les trois premiéres parties sont encore vraies sur un espace vectoriel topologique
(les preuves ci-dessous le montreront). La quatriéme pose probléme (il faut déja
connaitre la topologie pour définir les ouverts bornés), mais on verra plus tard son
analogue.

Proof. 1. L’homogénéité positive est vraie par définition. Pour I'inégalité trian-
gulaire, soit s, ¢ tels que s~'z et ¢t~y appartiennent 4 C. Alors par convexité

¢

1 ~1
—t eC

srit That Y

et donc (s +t)" Yz +y) € C. On en déduit que ||z + y|lc < s+, et on
conclut en prenant l'infimum sur s et t.

2. Siz € C, comme C est ouvert, il existe € > 0 tel que (1 +¢)x € C, et donc
lzllc < (1 +e)7 < 1.

Réciproquement, si ||z||c < 1, il existe t > 1 tel que tz € C. Comme 0 € C,
on peut écrire x comme une combinaison convexe de deux éléments de C, et
donc x € C par convexité.

3. Comme on a déja l'inégalité triangulaire, |||z||c — ||yllc| < ||z — yl|c, donc il
suffit de montrer la continuité en 0. Soit € > 0, et V un voisinage de 0 inclus
dans C'. Alors eC est encore un voisinage de 0 inclus dans C, et pour tout
yeeV,onac lyeV CC,donc ||y|lc <e. Donc la jauge est bien continue
en 0.

4. On a déja I'inégalité triangulaire, et I’homogénéité est une conséquence directe
de (i) et de la symétrie. Il nous reste & montrer la séparation. Comme C' est
borné, pour tout z # 0, il existe M > 0 tel que Az ¢ C VA > M, et donc
lzlle > ML,

O]

Définition 1.1.7 (Convexe dual). Soit C un convere compact de R? dont lintérieur
contient origine. Son dual est défini par

C° = {y e R (x,y) < 1IVz € C}.

Etant donné une norme ||-||, sa norme duale || - ||« est la norme associé au dual
de la boule unité pour || - ||.

Si & un vecteur x on associe la forme linéaire f, : y — (x,y), la norme duale

||z||« est la norme de la forme linéaire par rapport a || - ||, c’est & dire
lall. = sup 2.
y |yl

Exercice 1.1.1. Soit p > 1. Quelle est la norme duale de ||z||, == (3 |zs[P) /P 2
Indication : penser a linégalité de Hélder.



Comme on a équivalence des normes, en dimension finie le dual d’un espace
vectoriel a la méme topologie que 'espace lui méme, et donc il n’y a pas grand
chose a dire du point de vue qualitatiiﬂ On verra que par contre, sur un espace
vectoriel normé en dimension infinie, il existe plusieurs topologies naturelles sur le
dual, et qu’elles ne coincident pas en général.

1.2 Rappels de topologie

1.2.1 Rappels généraux

Définition 1.2.1. Une topologie est séparée si pour toute paire de points distincts
on peu trowver deut voisinages disjoints qui chacun contiennent un des deux points.

1.2.2 Théoréme de Baire pour les espaces complets

Théoréme 1.2.2. Soit E un espace métrique complet. Alors il est de Baire : tout
intersection dénombrable d’ouverts denses est aussi dense.

De maniére équivalente, toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides
est elle-méme d’intérieur vide.

'En revanche, I’étude quantitative des liens entre un espace de dimension grande mais finie et
son dual est un domaine d’étude actif & ce jour.



Chapter 2

Espaces de Fréchet

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2.1.1 (Semi-norme). Une semi-norme sur un espace vectoriel topologie
est une application p : E — Ry qui est sous-additive et positivermnent homogéme,
c’est a dire

p+y) <plx)+p(y);  pAz) = [Alp(2).

Une famille P de semi-normes est séparante si
p(x) =0 VYpe P = z=0.

La topologie associée a une famille de semi-normes est la topologie dont les
ouverts sont les parties O de E telles que pour tout x € O, il existe une famille finie
et non-vide B C P et r > 0 tels que

{ye Esp(x—y) <r VpeB}CO.
Une famille de semi-normes sur un espace vectoriel en fait donc un EVTLC.
Exemple 2.1.1. o Une norme est une semi-norme séparante.

o Si E = Cy(R), alors les applications p,(f) = |f(z)| forment une famille
séparante de semi-normes, qui induit la topologie de la convergence simple.

e Lo jauge d’un ouvert convexe symétrique définit une semi-norme.

Proposition 2.1.2. Une suite (zp)nen d’éléments de E converge vers x pour la
topologie associée a la famille de semi-normes P ssi p(x, —x) — 0 pour tout
peP.

Théoréme 2.1.3. Soit E un EVTLC. Alors il existe une famille de semi-normes
qui induit la topologie de E. De plus, cette topologie est séparée ssi la famille est
séparante.

Proof. Soit C ensemble des ouverts convexes symétriques (qui donc en particulier
contiennent 0). C’ets un systéme fondamental de voisinages de l'origine (et donc
x + C est un systéme fondamental de voisinages de x). On considére P ’ensemble
des jauges associées aux ¢léments de C (et on notera jc la jauge associée au convexe
(). C’est une famille de semi-normes, et on va montrer qu’elle induit la topologie
de E.



Soit U un ouvert pour la topologie ’'EVTLC et « € U. 1l existe C' € C tel que
x + C est un voisinage de z inclus dans U. Alors Bj,(x,1) C x + C C U et donc
U est un ouvert pour la topologie induite par la famille P.

Réciproquement, si U est un ouvert pour la topologie induite par les semi-normes
et x € U, il existe C,...,Cy € C tels que NBije, (x,r) C U. Alors C = rNC} est un
ouvert convexe pour la topologie ’EVTLC, et x + C C U, donc U est un ouvert
pour la topologie I’'EVTLC.

Si la famille de semi-normes est séparante, alors étant donné z,y € E on peut
trouver une semi-norme p telle que p(x —y) = ¢ > 0. Alors les ensembles {z; p(z —
z) <t/2} et {z;p(y — z) < t/2} séparent x et y.

Réciproquement, supposons la topologie séparée. Soient x; et xo deux poins
distincts, et V1 et Vo deux voisinages qui les séparent. 1l existe By et Bo C P et rq,
ro tels que

{z;sup p(x; — z) < ri} C Vi.
pEB;
En particulier, comme zo ¢ Vi, pour au moins l'un des p € By on a p(x; —z2) > ry,
et donc la famille est séparante.
O

Définition 2.1.4 (Topologie faible). Soit E un espace vectoriel topologique et E*
Uensemble des formes linéaires continues. La topologie faible, notée o(E, E*) est la
topologie sur E définie par la famille de semi-normes pa(z) = supsc4 |f ()] ot les
A sont les parties finies de E*.

Proposition 2.1.5. La topologie faible est la topologie la moins fine rendant con-
tinue les éléments de E*.

Proof. Le fait que la topologie faible rende continus les éléments de E* est immédiat.
Pour la reciproque, soit 7 I'ensemble des ouverts d’une topologie rendant continus
tous les éléments de E*, et soit A une partie finie de E*. Soit f € A. Comme f est
continue pour la topologie T, pour tout = € E et r > 0, 'ensemble {y; |f(xz—y)| < r}
appartient & 7. Comme T est stable par intersections finies, la conclusion suit. [

Sur un espace vectoriel normé de dimension finie, la topologie faible et la topolo-
gie forte coincident, mais ce n’est jamais le cas pour un espace de Banach dimension
infinie.

Nous regarderons plus tard cette topologie plus en détails, notamment lorsque
la topologie initiale est celle d’un espace de Banach.

Proposition 2.1.6. Une partie A d’'un EVTLC muni d’une famille séparante de
semi-normes (Pa)a est bornée si et seulement si pour tout o il existe Cy, > 0 telle
que

pa(x) < Cq Vze A

Proof. Supposons A borné. Comme V, = {z;po(z) < 1} est un voisinage ouvert de
Porigine, il existe C,, telle que A C C-V,, et par homogénéité de p, on a p, () < Cy
pour tout x € A.

Réciproquement, supposons que pour tout « il existe C, telle que po(z) <
Co Vx € A. Alors étant donné un voisinage V' de lorigine, comme il existe
Q1 ..., Oy €6 €1, ..., Ep tels que

Nj—1{z € Eipa,(z) <ej} CV
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Une question naturelle est d’étudier les EVTLC qui ont de meilleures propriétés
topologiques, et notamment d’étre métrique complet.

Définition 2.1.7 (Espace de Fréchet). Un espace est dit pré-Fréchet s’il est muni
d’une famille de semi-normes qui est dénombrable et séparante, notée p;, et telles
que

pj < pj+1Vy
. La topologie associée est alors métrisable par la distance
d(z,y) =Y _ 27 min(p;(z —y), 1).
Un espace est dit de Fréchet s’il est pré-Fréchet et complet.
Exemple 2.1.2. o Les espaces de Banach sont des espaces de Fréchet.

e Si K est un compact de R™, Uespace C°(K) est de Fréchet, muni des semi-

normes
pj(x) := sup sup [0 f(2)].
lol<j zeK
o Llespace LY (RY) est de Fréchet, muni des semi-normes 1o (B(0,n))-

e Un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.
e Un produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

Exercice 2.1.1. L’espace R>® de toutes le suites réelles muni des semi-normes
pn(x) = |zy| est un espace de Fréchet (et sa topologie est la topologie produit), mais
n’est pas normable (et en particulier n’est pas un espace de Banach,).

Solution 2.1.1. Le caractére Fréchet est immédiat. Montrons par 'absurde qu’il
n’existe pas de norme sur cet espace. Supposons qu’il en existe une. Comme les
applications x — x,, sont continues, on peut poser c, leur norme. Alors

T :xz — E 27"05133”
1<n>=N

vérifie ||Tn|| < 1 pour tout N. En particulier, pour tout x on a

sup Z 27", Y| < ||zl
N 1<n>N

ce qui est absurde, car on peut aisément construire une suite telle que ce sup est
mfini.

Remarque 2.1.1. La croissance des semi-normes n’est pas vraiment nécessaire,
car on peut toujours remplacer pp par ngk; pj. Cette hypothese est néanmoins
pratique car elle permet d’écrire la distance plus lisiblement, et car les ouverts de la
topologie associée sont alors les ensembles O tels que

Vee0, 3 >0,k eN tq {y;pp(y —z) <e} CO.



Proposition 2.1.8. Soient E et F' deuz espaces pré-Fréchet, avec (py) et (qn) les
familles respectives de semi-normes, et T une application linéaire de E wvers F.
Alors T est continue ssi pour tout n € N il existe C > 0 et j € N tels que

@n(Tx) < Cpj(Tx) Vo e E.

Proof. Supposons que T soit continue. Soit n € N. Il existe un voisinage U de
lorigine tel que
gn(Tx) < Wz € U.

Il existe également j € N, e > 0 tels que {p; < e} C U. Soit z € E.

Si pj(x) = 0 alors pj(Ax) = 0 pour tout A > Oet donc Az € U, d’oit ¢,(A\Tx) < 1
pour tout A. On en déduit alors que ¢(7'z) = 0 aussi.

Si pj(x) > 0 alors ex/(2pj(z)) € U et donc

an(T0) = 2o (e oy ) < st

Réciproquement, supposons que pour tout n il existe j et C tels que ¢,(Tx) <
Cpj(Tr) Vax € E. Soit x € E, et U un voisinage ouvert de Tz dans F. 1l existe
n € Net € > 0 tels que

{y e F;q,(Tx —y) <e} CU.

Par hypotheése il existe C et j tels que

3

5 = qu(Tz —T2') < e

pi(z—2a') <

et donc pour de tels 2/, T2’ € U, et donc T est bien continue.

2.2 Théoréme de Banach-Steinhaus et applications

Le but de cette section est d’énoncer des résultats vus dans le cours de topologie et
calcul différentiel dans le cadre plus général des espaces de Fréchet.

Théoréme 2.2.1 (Banach-Steinhaus). Soit E (resp. F') un espace de Fréchet (resp.
pré-Fréchet) dont la topologie est définie par la famille dénombrable de semi-normes
(Pn)nen (resp. (qn)nen). Soit To une famille d’applications linéaires continues de
E dans F telles que pour tout x € E la famille (To(2))aca est bornée dans F.
Alors (Tw)aca est équi-continue : pour tout k € N il existe C > 0 et j € N tels que
gk (Tax) < Cpj(x) pour tout o € A et pour tout x € E.

En particulier, si E et F' sont des espaces de Banach, en considérant les deux
normes associées on retrouve la version du théoréme de Banach-Steinhaus vue dans
le cours de topologie. La preuve fonctionne essentiellement de la méme mani‘ere
dans ce cadre plus général.

Proof. Soit k € N. Pour n € N, posons

E, :={z € E; supq(Ta(z)) < n}.

10



Les E, sont fermés et leur union est égale a E par hypothése (via la Proposition
2.1.6). Par application du théoréme de Baire, il existe N tel que int(E,) soit non-
vide. Il existe alors zg € E,, j € N et € > 0 tels que

{z; pj(r —x0) <e} C En.
En prenant B; la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 pour p;j, on a pour tout
x € Bj
@ (Tox) = e Lqp(Toex) < e Hqp(Tu(ex — x0)) + qr(Yazo)) < 267 'N.
On conclut par homogénéité. O

Corollaire 2.2.2. Soit E et F deux espaces de Fréchet, et (T,) une famille
d’applications linéaires continues de E dans F, convergeant simplement vers T.
Alors T est une application linéaire continue de E dans F, et de plus si (Tp)neN
est une suite dans E convergeant vers x, alors Ty, (xy,) converge vers T(x).

Proof. Comme pour tout x € E la suite (T),(x)) est convergente donc bornée, par
application du théoréme de Banach-Steinhaus la famille (7,,) est équi-continue. La
conclusion suit. O

Théoréme 2.2.3 (Théoréme de l'application ouverte). Soit T une application in-
dire contnue surjective entre deux espaces de Fréchet. Alors elle est ouverte, c’est a
dire que 'tmage d’un ouvert par T est encore un ouvert. Si de plus T est bijective,
alors c’est un homeomorphisme.

La preuve repose aussi sur le méme principe que dans un espace de Banach.

Proof. On considére deux familles de semi-normes induisant les topologies de E
et I, ainsi que les distance dg et dp proposées dans la définition des espaces de
Fréchet. Nous allons montrer que

Vr>0, 3p>0VereE, Bp(Tx,p) CT(Bg(x,r)).

On pourra ensuite conclure en appliquant le Lemime ci-dessous. Comme T est
linéaire et que les distances considérées sont invariantes par translation, il suffit de
le montrer pour z = 0.

Comme T est linéaire surjective, F' = U,~1nT(Bg(0,7/2)). Par le théoréme de
Baire, I'un de ces espaces est d’intérieur non-vide, et donc tous car les homothéties
sont des homéomorphismes. Il existe donc y € F' et p > 0 tels que

Br(y,p) € T(Bg(0,7/2)).

Alors )

et donc, par linéarité et symétrie de 7', on a
Br(0,p) C T(Bg(0,7/2)) + T(Bg(0,7/2)) C T(Bg(0,r))
ce qui conclut la preuve. ]

La preuve a utilisé le lemme suivant (qui n’utilise pas de structure linéaire sur
Eet F):

11



Lemme 2.2.4. Soit E un espace métrique complet, F' un espace métrique et T :
E — I continue. Supposons que

Vr>0, 3p>0VeeFE, Bp(Txz,p) CT(Bg(x,r)).

Alors
Vr >0, 3p>0VeeE, Bp(Tz,p) C T(Bg(z,3r)).

Proof. Soient r et p associés comme dans I’hypothése. On considére une suite py,
qui décroit vers 0, avec pg = p et telle que

Ve € E, Bp(Tx,pn) C T(Bg(z,27"r)).

Soit z fixé et y € Bp(T'x, p). Notre but est de montrer que y € T(Bg(z, 3r)).

On va construire par récurrence une suite (z,)nen, initialisée & zg = x, et telle
que T(x,) € Bp(y,pn) et v, € Bg(z,_1,2'7"r). Cette propriété est bien vraie
pour zg = z. Supposons g, ..., Ln,_1 construits. Alors

y € Bp(T(xn-1), pn-1) C T(Bg(xp—1,27"r))

par construction. On peut donc trouver un point de Bg(x,—1,27"r) dont I'image
par T est arbitrairement proche de y. Donc en particulier, il existe z, €
Bg(xp-1,27"r) tel que T'(zy,) € Br(y, pn), ce qui termine la construction.

On a alors

-1

bS]

p—1
AT, Tnip) < Y ATk Tngpar) ST Y_27F <2l
k=0 k=0
C’est donc une suite de Cauchy, donc elle est convergente vers une limite /. De
plus, d(z,2") < 3r (en prenant n = 0 et p — o0). Par continuité de T, et comme
d(T(zy),y) < pn — 0, on en déduit que T(2’) = y. Donc y € T(Bg(x,3r)), ce
qui conclut la preuve. O

Théoréme 2.2.5 (Théoréme du graphe fermé). Soit T' une application linéaire
entre deux espaces de Fréchet. Alors elle est continue si et seulement si son graphe
G={(z,T(z)); = € E} est fermé dans E x I

Proof. Tl est toujours vrai que si une application est continue alors son graphe est
fermeé.

Réciproquement, dans le cadre de ce théoréme, si le graphe est fermé, c’ets un
sous-espace vectoriel fermé dans 'espace de Fréchet £ x F', donc c’est aussi un
espace de Fréchet.

La projection m : G — FE qui a (z,y) associe x est continue, linéaire et
bijective, donc un isomorphisme par le théoréme de 'application ouverte. Comme
T =mom ! (ou 7y est la projection sur la deuxiéme coordonée), on en déduit que
T est continue. O

2.3 Théorémes de Hahn-Banach

2.3.1 Forme analytique

On donne d’abord la forme analytique du théoréme de Hahn-Banach, déja vue dans
le cours de topologie et calcul différentiel dans le cas des espaces vectoriels normés,
et généralisée ici au cas des semi-normes. On rappelle que ce résultat utilise 'axiome
du choix.
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Théoréme 2.3.1. Soit E un R-espace vectoriel, muni d’une semi-norme p, et soit
G un sous-espace vectoriel de E. Soit g une forme linéaire sur G telle que

g(z) < p(x) Vzed.
Alors il existe une forme linéaire f sur E prolongeant g et telle que
f(z) <p(x) VxeE.

Proof. On consideére C ’ensemble des couples (H, h) avec H sous-ev de E contenant
G, et h forme linéaire sur H prolongeant g, et telle que h < p sur H. Cet ensemble
est non-vide, car il contient (G, g). On munit C de la relation d’ordre

(Hl, hl) (HQ,hQ) ssi H1 C Hs et ho pI‘OlOng hi.
Si (Ha, ha) est un sous-ensemble totalement ordonné de C, il admet pour majorant
H :=Uy,H,, h(x):=hi(x) Yz € H;.

Ce couple est bien défini et dans C car on a considéré un sous-ensemble totalement
ordonné. Le lemme de Zorn nous donne alors l’existence d’un éément maximal
(F, f). Il nous suffit alors de montrer que F' = E pour conclure la preuve. Par
I’absurde, supposons que il existe zg € E avec xg ¢ F. Si on arrive a prolonger f
a Fy:= F @& Rxg en gardant la contrainte f < p, on aura une contradiction avec la
maximalité de (F, f).

Pour tout (z,y) € F?, on a

fl@+y) = flz)+ fly) <plz+y) <pl@—20) + Py + yo)
et donc

sup f(z) — p(x — zo) < inf p(y + x0) — f(y)-
zeF yel

Soit a un réel tel que

sup f(z) — p(x — x0) < o < inf p(y + x0) — f(y).
zeF yeF

On pose
h(z +txo) = f(z) +ta Vz € F, t € R.

C’est une forme linéaire qui prolonge f. Sit > 0, on a

h(x + tzg) = th(t tz 4+ x0) = t(f(t'x) + ) < tp(t ™ 2 + zo) = p(x + txg).
Etsit<0,o0na
h(z+tro) = —th(—t ‘oz —x0) = —t(f(—t'z)—a) < —tp(—t tz—x0) = p(x+txg).

On a donc prolongé f par h en respectant la contrainte h < p, ce qui contredit la
maximalité de (F), f). O

Corollaire 2.3.2. Si f est une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel
G d’un espace vectoriel normé E, alors elle peut étre prolongée 4 une forme linéaire
continue sur E, de méme norme que sur G.
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Proof. 1l suffit d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach avec p(z) = ||f||a+||z||E-
O

Corollaire 2.3.3. Soit I un espace vectoriel normé et xg € E. Il existe une forme
linéaire continue f sur E telle que f(xo) = ||zo||% et ||f]|e+ = ||xol|E-

Proof. On applique le théoréme de Hahn-Banach & g(two) = t||zo||? (définie sur
Rib‘o). ]

Corollaire 2.3.4. Soit E un espace vectiriel normé. Alors

Vz S E, ”.’EHE = sup f(flf) — max f(x)
[|fllg=<1 £l g*<1

Proof. Par définition de la norme duale on a ||z|| > sup f(z). En prenant la
£l 5= <1
forme linéaire définie dans le corollaire précédent et en divisant par ||z||z on obtient

I’'égalité. O

Corollaire 2.3.5. Soit E un espace vectoriel normé. La topologie faible sur E est
séparée.

Proof. Soit x et y deux éléments distincts de E. Comme ||z — y||g # 0, d’aprés le
corollaire précédent il existe une forme linéaire continue f telles que f(x —y) # 0.
La famille de semi-normes définissant la topologie faible est donc séparante, et donc
la topologie faible est séparée. O

En particulier, la topologie faible sur un espace vectoriel normé en fait un
EVTLCS.

2.3.2 Forme géométrique
Nous allons maintenant voir la forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach.

Définition 2.3.6. Un hyperplan affine fermé d’un espace vectoriel topologique est
un sous-espace affine H de la forme {z; f(x) = a} ot a € R et f est une forme
linéaire continue non-nulle.

Un hyperplan affine H = {z; f(x) = a} sépare deux ensembles A et B si A C
{f<a} et BC{f>a}

Un hyperplan affine H = {z; f(x) = a} sépare strictement deuzr ensembles A et
B si il existe ¢ >0 tel que AC{f <a—c} et BC{f>a+e}

Théoréme 2.3.7. Soit E un espace vectoriel topologique, et A et B deux convexes
disjoints de E.

1. Si A est ouvert alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B.

2. Si E est localement convere, A est compact et B est fermé, alors il existe un
hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.

La preuve s’appuiera sur le lemme suivant :

Lemme 2.3.8. Soit E un EVT, C un ouvert conveze non vide de E, et xg ¢ C.
Alors il existe une forme linéaire continue sur E telle que f(x) < f(zo) pour tout
xeC.
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Autrement dit, il existe un hyperplan séparant {zp} et C (au sens large).

Proof. Quitte a translater, on peut supposer 0 € C, et donc que C' est un voisinage
de l'origine. Soit jo la jauge de C et g la forme linéaire sur Rz définie par g(txg) =
t. Comme z9 ¢ C, on a jo(xo) = 1, et donc jo(tzg) = g(tzp) pour t > 0. Cette
inéalité étant trivialement vraie pour les t négatifs, on peut appliquer la forme
analytique du théoréme de Hahn-Banach, et soit f la forme linéaire prolongeant g
ainsi obtenue. Il nous reste & montrer que f est continue.

Sixz eeCn(—eC), alors

|f(2)] < jelz) <e
On en déduit que f est continue en 0, et donc partout. ]

Preuve du Théoréeme[2.3.7 . Commencons par le premier cas. Soit A convexe ou-
vert, et B convexe non vide avec AN B = &. Soit C = {a —b;a € A,b € B} cest
un convexe non-vide, et ouvert car C' = Uyep(A — y). C ne contient pas 0 car A
et B sont disjoints. En appliquant le lemme précédent avec xg = 0, il existe une
forme linéaire continue f telle que f < 0 sur C. Donc f(a) < f(b) pour tout a € A
et b € B. En prenant a = supy f(a) < infp f(b), on voit que 'hyperplan {f = a}
sépare A et B au sens large. Cet hyperplan est fermé car f est continue.

Supposons maintenant A compact et B fermé. Comme B est fermé, pour tout
x € A, il existe un voisinage ouvert V;, de 0 tel que (x+V;)NB = @. Par continuité
de (z,y) — x + y, il existe un voisinage ouvert convexe symétrique W, de 0 tel
que W+ W, C V,.

Comme A est compact, il existe x1,...,z, € A tels que A C U;(z; + Wy,). En
posant W = NW,,, on a A+ W disjoint de B car si z € A+ W, il existe ¢ tel que
x € (x; + Wy, + Wy,) C (x; + Vy,). Comme A+ W est un ouvert convexe, on peut
le séparer au sens large de B, et donc il existe une forme linéaire continue f telle
que

fla) + f(w) < f(b) VYae A weW,be B.

Comme f est non nulle et W est un voisinage ouvert symétrique de l'origine, il
existe w € W tel que f(w) > 0, ce qui permet de conclure. O

Corollaire 2.3.9. Soit z € E et C un conveze de E. Alors z € C ssi

VfeE", [f(z)<supf(y)
yeC

Proof. Par contradiction, si ¢ C, on pourrait trouver un hyperplan qui sépare
strictement {z} de C. O

2.4 Dualité et topologie faible

Définition 2.4.1. Soit E un EVTLCS, et E* son dual. On appelle topologie forte
sur E* la topologie définie par la famille de semi-normes

qp(f) =sup|f(z)]; B C E borné.
zeB

On appelle topologie faible-* sur E* la topologie définie par la famille de semi-
normes



On peut aussi considérer la topologie faible sur £*, relativement au bidual E**.
Cette topologie est plus faible que al topologie forte, mais plus forte que la topologie
faible-*.

Si E est un espace vectoriel normé, la topologie forte sur E* coincide avec celle
définie par la norme || f|| g+ = sup)j <1 f ().

Un des avantages de la topologie faible-x est que la compacité est une propriété
aisément vérifiée :

Théoréme 2.4.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Soit E un EVTLCS, U un voisinage
de 0 et
K:={feFE" |f(x)|<1VzxeU}.

Alors K est compact pour la topologie faible-* sur E*.

Si E est un espace de Banach, on peut prendre pour U la boule unité. Le critére
de compacité est alors d’étre borné pour la norme opérateur (pas pour la topologie
faible-*) et ferme.

Proof. Soit p une semi-norme continue sur E telle que B, := {p <1} C U. On a
K C Ky avec

Ko={fe€E" |f(z)| <1 VzeB}={feE" [f(z)|<p(x) Vo € E}.

Comme K est un sous-ensemble fermé de K, il suffit de montrer que Ky est com-
pact. Soit Y = R muni de la topologie produit, et ® : E* — Y définie par
O(f) = (f(x))zer. C’est une application linéaire injective, continue lorsqu’on
munit E* de la topologie faible-*. Et comme la topologie faible-* est basée sur
I’évaluation en chaque point, ®~! est continue sur ®(E*). Il nous suffit donc de
montrer que ®(K) est compact.

On a ®(Ky) = AN B avec

A={weY; |w|<p(x) vz € E} = [[I-p(@),p()];
zeFE

B:={weY; wppry =ws+ vy Yo,y € E,\ € R}

A est compact par application du théoréme de Tychonov, et B est fermé par con-
tinuité des projections canoniques. Donc ®(Kj) est bien compact, ce qui termine
la preuve. O

Il est souvent plus aisé d’utiliser la compacité séquentielle, ce qui est permis par
le résultat suivant :

Proposition 2.4.3. Soit E un EVTLCS séquentiellement séparable, et p une semi-
norme continue sur E. Alors la topologie faible-* sur E* est métrisable sur {f €
E* [f(@)| < p(x) Vo € E}.

A noter qu’on a la métrisabilité sur les ensembles bornés, mais pas forcément
sur espace tout entier. Si I’espace de base n’est pas séparable, il est possible que
on n’ait pas la compacité séquentielle des ensembles bornés de E* pour la topologie
faible-* (bien qu’on ait la compacité).
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Proof. Notons K = {f € E*; |f(z)| < p(z) Vz € E}. Soit (x,), une famille
dénombrable dense dans B = {p < 1} C E. On considére la distance définie par

d(f,9) =Y 27" f(xn) — g(an)].

On v’erifie aisément que c’est bien une distance. Montrons qu’elle métrise bien la
topologie faible-* sur K. Soit f € K et r > 0, le but est de montrer que B(f,7) (la
boule de centre f et de rayon r pour la distance d) est bien un voisinage de f pour
la topologie faible-*.

Soit N tel que > 27" <r/det

Vijan :={g € E%; suplg(zi) — f(zi)| <r/4}.

1%

Vija,x N K ets un voisinage de f pour la topologie faible-*, contenu dans B(f,7).
Réciproquement, montrons que tout voisinage de f pour la topologie faible-* con-
tient une boule ouverte centrée en f. Soit € > 0, £k € N et y1,...,yx € E. On
pose

U={geE" $1<l£|(9 — )| <e}

le voisinage de f associé. Pour i = 1,...,k il existe n; tel que p(x,, — ;i) < /4.
Posons r = min;<, €271, Si g € B(f,r) alors pour tout i € {1,...,k} on a

[(f = 9wl < [(f = 9)(@n)| +2p(yi — zn;) <2%r +€/2 <e.
On a donc bien B(f,r) CUNK. O

En combinant le théoréme de Banach-Alaoglu et la métrisabilité de la topologie,
on obtient :

Proposition 2.4.4. Si p est une semi-norme sur E et si une suite (fy)
d’applications linéaires continues vérifie

fo(z) <plzx) VreFE
alors on peut en extraire une sous-suite convergente pour la topologie faible-*.

Remarque 2.4.1. L’hypothése de cetie proposition n'est pas d’étre borné au sens
de la topologie faible-*.

A noter que si l'espace est de Fréchet, en pratique le théoréme de Banach-
Steinhaus permet de vérifier le caractére borné d’une famaille d’applications linéaires.

Exemple 2.4.1. Le dual de L? est L avec p~'4+q~ ' =1 lorsque p > 1. Lorsqu’on
a une suite bornée dans LP, on veut extraire une sous-suite telle que il existe f € LP

avec
/fngdx—>/fgda:

pour tout g € L. En revanche, on n'a pas forcément || fu|l, — || f|lp (et donc pas
de compacité forte).
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Chapter 3

Espaces de Banach

Dans tout ce chapitre, E sera un espace de Banach.

3.1 Topologies faibles sur les espaces de Banach

3.1.1 Topologie faible
Notation. Si une suite (x,) converge faiblement vers x, on notera x, — x.

A note que comme la topologie faible est séparée, une limite faible est néces-
sairement unique.

Proposition 3.1.1. Dans un espace de Banach

1. la convergence forte implique la convergence faible,
2. une suite fatblement convergente est bornée;
3. st xp — x alors ||z|| < liminf ||x,|;

4. 8t Ty — x et si frn — [ dans E* (au sens de la norme opérateur) alors

fu(xn) — f(x).

La convergence faible d’'une suite n’implique pas la convergence forte, sauf en
dimension finie et dans quelques cas trés particuliers (comme I'espace £1).

Proof. La premiére partie est vraie par définition. Pour la seconde partie, on utilise
le Corollaire et le théoréme de Banach-Steinhaus : en définissant T,,(f) =
f(x,), on voit que c’est une suite bornée pour tout f, donc ces opérateurs sont
uniformément bornés sur E* : il existe C' > 0 tel que |f(z,)| < C||f]|+ pour tout n
et f. Mais comme
|z]| = sup f(z)
[1f1l-<1

on peut conclure. De plus, si x,, — x alors

||| = sup f(z)

[If]]-<1

= sup lim f(z,) = sup liminf f(z,)
Iflle<1 ™ Ifll<t ™

< sup liminf || f]|«||zyn|] = Hminf ||z,]].
Iflle< ™ "
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Pour la derniére partie, on a

[fn(@n) = f(@)] < [folzn) = fla)| + | f(20) — f(2)]
S 1 = Fllesup llzil[ + £ (zn) = f(2)
et le caractére borné de la suite (z,) permet de conclure. O

Lemme 3.1.2. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Alors l’adhérence
de la sphére unité S := {x; ||x|| = 1} pour la topologie faible est la boule unité fermée
B(0,1).

En particulier, en dimension infinie la topologie forte et la topologie faible ne
coincident pas.

Proof. Soit xo avec ||zg|| < 1. Le but est de montrer que tout voisinage de zg
pour la topologie faible intersecte S. Soit V un tel voisinage. Par définition de
la topologie faible, il existe une famille finie de forme linéaires fi,..., fr et € > 0
tels que {x; max;|fi(x —x0)| < e} C V. Comme l'espace est de dimension infinie,
il existe y non-nul tel que f;(y) = 0 pour tout i. Alors il existe ¢ # 0 tel que
||zo + ty|| = 1 (par continuité de la norme) et xg+ty € V (car fi(zo+ty) = fi(zo)
pour tout 7), ce qui conclut la preuve. ]

De maniére plus générale, on a montré qu’en dimension infinie, tout ensemble
d’intérieur non-vide pour la toplogie faible contient un sous-espace affine non-trivial.
En particulier, dans un espace de Banach de dimension infinie, les voisinages faibles
ne sont jamais bornés pour la topologie forte. Ceci justifie par exemple qu’on ne
peut pas utiliser les jauges pour munir la topologie faible d’une norme.

En revanche, si on part d’un ensemble convexe, on évite le phénomeéne du Lemme

BI12:

Proposition 3.1.3. Soit C un sous-ensemble convexe d’une espace de Banach,
fermé pour la topologie forte. Alors il est faiblement fermé.

A noter que la réciproque est vraie en général : un engsemble faiblement fermé
est fortement fermé.

Proof. 11 nous faut montrer que E\C' est faiblement ouvert, c’est a dire que si
x € E\C il existe un voisinage faible de = qui est inclus dans E\C. D’apreés la forme
géométrique du théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé qui sépare
C et {z}, donc a fortiori une forme linéaire continue tel que {y; |f(y) — f(z)| < e}
n’intersecte pas C. On a donc bien un voisinage faible qui convient. O

Corollaire 3.1.4 (Lemme de Mazur). Soit (x,)nen une suite qui converge faible-
ment vers x. Alors il existe une suite (yy) telle que y, € conv({xg, k > n}) qui
converge fortement vers x.

Proof. Soit C,, 'enveloppe convexe des xj, pour k > n. C,, est un convexe fortement
fermé, donc faiblement fermé, et c’est a fortiori aussi le cas pour N, C},. Mais comme
x est dans l'adhérence faible des C,,, la conclusion suit. 0

Exercice 3.1.1. Soit f : E — R une fonction convexe et s.c.i. pour la topologie
forte. Montrer qu’elle est s.c.i. pour la topologie faible.
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Solution 3.1.1. Comme f est convexe et fortement s.c.i., ses ensembles de sous-
niweaur {f < A} sont convezes et fortement fermés, donc faiblement fermés. On
en déduit que f est faiblement s.c.i.

Exercice 3.1.2. Soit E et F' deux espaces de Banach, et T : E — F une appli-
cation linéaire. Alors T est continue pour les topologies fortes sur les deur espaces
ssi elle est continue pour les topologies faibles sur les deux espaces.

Solution 3.1.2. Supposons T fortement continue. Soit f € F*. Alors foT est
une forme linéaire fortement continue sur E, donc faiblement continue. Soit U un
ouvert faible de . 1l est de la forme

U = Ukek Nier, f;H(w;)
ou les I; sont finis, f; € F* et les w; sont des ouverts de R. Alors
T7HU) = Upek Nier, (fioT) ™ (wy)

est donc un ouvert faible de E, et donc T est continue pour les topologies faibles.

Réciproguement, si T est continue pour les topologies faibles, son graphe est
faiblement fermé, et donc fortement fermé. On conclut en appliquant le théoréme
du graphe fermé.

3.1.2 Topologie faible-x

Proposition 3.1.5. La topologie faible-x sur E* est la topologie la moins fine ren-
dant continue les applications

feE"— f(x), z€kE.

On peut aussi munir £* de sa topologie faible, par rapport au bidual E**. La
topologie faible-* est en général plus faible que la topologie faible.

Notation. Etant donné x € E, on notera j(x) l’élément de E**

f— F().

Proposition 3.1.6. E est isométrique 6 un sous-espace de E** via le plongement
canonique x — j(x).

Remark 3.1.1. Comme E est complet, en particulier j(Bg) est (fortement) fermé
(par exemple comme conséquence du théoréme de Uapplication ouverte).

La preuve ci-dessous de ce résultat utilise le théoréme de Hahn-Banach, et donc
I’axiome du choix. Si on souhaite travailler sans ’axiome du choix, les espaces
de Banach pour laquelle cette preuve marche sont appelés espaces linéairement
normalisables [13, Définition VII-77].

Proof. 11 faut seulement montrer que ||z||g = ||Z||E**. Pour tout f € E*, on a
|f(@)| < ||flle<||lx||g]| donc ||Z||g++ < ||z||g. Il nous reste & démontrer l'inégalité
inverse. En considérant l’extension de la forme linéaire f(Az) = A||z||g sur Rx
donnée par la forme analytique du théoréme de Hahn-Banach, on a une forme
linéaire de norme 1 telle que Z(f) = f(x) = ||z||g. Donc ||Z||g== = ||z||E, ce qui
conclut la preuve. O
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Par abus de langage, on identifiera dorénavent souvent z et j(z).

Il peut trés bien y avoir des éléments de E** qui ne sont pas associés a des
éléments de E. Par exemple, on verra plus tard que le bidual de I'espace L' est
strictement plus gros que L' en général (en utilisant 1’axiome du choix, via le
théoréme de Hahn-Banach).

On peut se demander & quel point E** est plus grand que E. Il s’avére que les
éléments de E*x peuvent étre approchés par des éléments de E, au sens suivant :

Théoréme 3.1.7 (Lemme de Goldstine). Soit ¢ un élément de E**, f1,..., fn une
famille finie d’éléments de E* et e1,....eny > 0. Alors il existe x € E tel que
llz|| < |IC]] et | fix) — C(fi)| < i pour tout i € {1,...,N}. En d’autres termes, E
est dense dans E** pour la topologie faible-x.

Attention, ¢a ne donne pas d’approximation sur une famille infinie de formes
linéaires, donc on n’a pas de borne sur ||z — (|| g=. C’est normal, E n’est en général
pas dense dans E** pour la topologie forte.

Proof. Sans perdre de généralité, supposons que ||¢|| = 1. Soit ®(z) = (fi(2))i=1. N
et z = (C(fi))i=1..~. Nous allons montrer que z € ®(B(0,1)) en utilisant le Corol-
laire car ®(B(0,1)) est un convexe de RY. Soit g une forme linéaire sur RV,
qui peut s’écrire comme le produit scalaire avec un vecteur (aq,...,ay). On a

g9(z) =Y ail(fi) =¢ (Z aifz’) < HZ o fi

car ||¢|| = 1. Mais

sup g(y) = sup g(@(x)) = sup D aifi(a) = ||} auf

2(B(0,1)) ll]|<1 ll]]<1

On a donc bien g(z) < supg(p(o,1)) 9(y) pour tout g € (RV)*, et on peut conclure
en appliquant le Corollaire [2.3.9] O

3.2 Espaces réflexifs

Définition 3.2.1 (Espace réflexif). Un espace de Banach est dit réflexif si
Uapplication j définie dans la Notation [3.1.9 est surjective.

En d’autres termes, un espace est réflexif si on peut l'identifier avec son bidual
via l’application j. Les espaces LP avec 1 < p < oo sont réflexifs (puisque (LP)* = L4
avec p~ L+ ¢! = 1 dans ce cas), mais L! et L> ne le sont pas en général (on verra
les preuves plus tard).

Remark 3.2.1. C’est spécifiquement l'application j qui est une isomfrie entre E et
E** dans cette définition. Il existe des espaces non réflexifs (en particulier, un es-
pace connu sous le nom d’espace de James) tels que E soit quand méme isométrique
a B

Exemple 3.2.1. Les espaces de Hilbert sont réflexifs, comme conséquence du
théoréme de représentation de Riesz.

21



Exemple 3.2.2. L’espace (Cy([—1,1],R),|| - ||oo) n'est pas réflexif. En effet, s’il
l’était, pour toute forme linéaire £ sur cet espace, il existerait une fonction f telle
que

[1llop = £(f)
, d’aprés le Corollaire[2.3.4) Soit

0 1
o) = [ awit= [ giar

-1

Trivialement, ||¢|| < 2. De plus, pour tout € > 0, on peut aisément trouver une
fonciton g telle que £(g) > 2 —¢ et ||g||lcc < 1. Donc ||f|| = 1. Mais on peut aussi
aisément vérifier que il n’existe aucune fonciton g avec ||g|loo < 1 et £(g) = 2. On
a donc une contradiction, et donc (Cp([—1,1],R), || - ||oc) n'est pas réflexif.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme de Kakutani). Un espace de Banach est réflexif si et
seulement st sa boule unité est compacte pour la topologie faible.

Proof. Commencons par montrer que si 'espace est réflexif, la boule unité est com-
pacte. On peut identifier E et E** (et donc leurs boules unité) via l'isométrie
j. En particulier, la boule unité de E** est faible-* compacte, par le théoréme de
Banach-Alaoglu. 11 suffit alors de montrer que j ! est continue de Bg« (muni de la
topologie faible-*) vers E' (muni de la topologie faible) pour conclure. Ceci revient
4 montrer que pour tout f € E*, z — f(j7'(2)) est continue pour la topologie
faible-* sur E**. Or si z € E**| il existe x € F tel que z = j(x). Donc

FG7H(2) = f(z) = 2(f)

donc foj7" est bien continue pour la topologie faible-*.

Réciproquement, supposons que la boule unité de E est faiblement compacte.
Comme J est continue pour les topologies fortes et qu’elle est linéaire, elle est
continue pour les topologies faibles (cf. Exercice . Comme la topologie faible-
* sur E*x (vu comme dual de E*) est moins fine que la topologie faible sur E**
(relativement a I’espace E***), j est continue de E (muni de sa topologie faible) vers
E** muni de sa topologie faible-*. En particulier, j(Bg) est alors compacte pour
la topologie faible-*. Mais comme d’apreés le lemme de Goldstine j(Bg) est dense
dans Bp«+ pour la topologie faible-*, on a j(Bg) = Bg==, et donc j(F) = E**. O

1

Corollaire 3.2.3. Soit E un espace réflexif, et K une partie bornée et faiblement
fermée de E. Alors K est faiblement compacte.

En particulier, si K est conveze, fortement fermée et bornée, elle est faiblement
compacte.

Proof. K est incluse dans une boule, qui est faiblement compacte d’aprés le
théoréme de Kakutani, donc K est relativement compacte pour la topologie faible.
Comme elle est faiblement fermée, elle est alors faiblement compacte.

La seconde partie suit car les convexes fortement fermés sont faiblement fermeés,

d’apreés la Proposition O

Corollaire 3.2.4. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace réflexif. Alors
F (muni de la topologie induite par la norme sur E) est réflexif.
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Proof. La boule unité de F est convexe et fortement fermée, donc faiblement fer-
mée. Elle est aussi relativement compacte pour la topologie faible. Donc elle est
faiblement compacte, donc F' est réflexif d’aprés e théoréme de Kakutani. O

Corollaire 3.2.5. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
si E* est réflexif.

Proof. Si E est réflexif, la topologie faible-* sur E* coincide avec sa topologie faible
(relativement a E*x = E). Comme sa boule unité est faible-* compacte, elle est
faiblement compacte, et donc E* est réflexif d’aprés le théoréme de Kakutani.
Réciproquement, si E* est réflexif, alors E** I’est aussi d’apreés le cas précédent.
Et comme j est une isométrie, j(E) est un sous-espace vectoriel fermé de E**, donc
est réflexif d’aprés le Corollaire [3.2.4 O

Corollaire 3.2.6. Soit E un espace de Banach réflexif, C un convexe fermé de
E, et f:C — RU {400} une fonction convexe semi-continue inférieurement,
non-identiquement égale & 400, et telle que

f(z) = +o0.

im
[|z||—o0,zeC
Alors f admet un minimum.

La condition de croissance & l'infini est automatiquement vraie si on suppose
que C est borné.

Proof. Soit x € E tel que f(z) < oo. Alors A := {y; f(y) < f(z)} est un convexe
fortement fermé, et borné, donc faiblement compact. Comme f est convexe et
fortement s.c.i., elle est faiblement s.c.i., et donc f atteint un minimum sur A, qui
est aussi un minimum global. O

Théoréme 3.2.7. Soit E un espace de Banach. Si E* est séparable alors E [’est.

Proof. Soit (fy) une suite dénombrable dense. Pour tout n € N il existe x,, € E tel
que ||zn|| =1 et fu(xn) = ||fnll/2. Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires de
Ty, a coefficients rationnels, qui est par construction dénombrable. Montrons que F'
est dense dans E. 1l suffit de montrer que G = Vect({x,,n € N}) est dense dans E.
D’apres le théoréme de Hahn-Banach, il suffit de montrer que toute forme linéaire
continue nulle sur G est nulle sur E.

Soit € > 0 et f une forme linéaire continue nulle sur G, et f, telle que || f,, — f]| <
e/3. Alors

€ € €
Comme € est arbitraire, f est nulle sur E. O

Corollaire 3.2.8. Si E est un espace de Banach réflexif et séparable, alors son
dual est séparable.

Ce résultat peut étre faux sans 'hypothése de réflexivité. On verra plus tard
que L'(R) est séparable mais que son dual L>(R) ne l'est pas.

Proof. Comme FE est réflexif et séparable, E** est séparable, et donc E* l’est par
le Théoreme 3271 O

23



Corollaire 3.2.9. Soit (z,,) une suite bornée dans un espace de Banach réflexif E.
Alors elle admet une sous-suite faiblement convergente.

Proof. Soit F' = Vect({x,,n € N}. F est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace
réflexif, donc est réflexif. De plus, il est séparable par construction. Donc F™* est
aussi séparable, et la topologie faible-* sur son dual est métrisable. Mais comme
F est réflexif, cette topologie coincide avec la topologie faible sur F', qui est donc
métrisable.

Comme de plus la suite (z,)nen est relativement compacte pour la topologie
faible, elle admet une sous-suite faiblement convergente dans F', et donc dans F. [

3.3 Espaces uniformément convexes

3.3.1 Propriétés principales

Définition 3.3.1 (Espace uniformément convexe). Un espace de Banach est dit
uniformément conveze si pour tout € > 0 1l existe § > 0 tel que pour tout x,y € Bg
; st ||z —yl| > € alors

<1-6.

r+y
2

Cette propriété d’uniforme convexité peut étre visualisée comme disant que la
boule unité est "‘bien ronde"’. Nous verrons plus tard que les epsaces LP sont

uniformément convexes si 1 < p < +oc.

Exemple 3.3.1. Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, via [’identité
du parallélogramme:

[l +yl* + [l = ylI* = 2]|=]|* + 2[ly|*.

La motivation principale pour cette notion dans ce cours est que c’est un critére
utile pour démontrer la réflexivité :

Théoréme 3.3.2 (Milman-Pettis). Les espaces de Banach uniformément convexes
sont réflexifs.

Remark 3.3.1. La réciproque ne peut pas étre vraie, car la réflexivité est une
notion topologique, donc invariante par changement de norme équivalente, alors
que Uuniforme convexité ne lest pas. Par ezemple, R muni de la norme (> est
uniformément conveze, mais ne lest pas si on le munit de la norme ¢* ou £>°.

Proof. Soit E un espace uniformément convexe. Le but est de montrer que j(Bg) =
Bp++. Comme j(Bg) est (fortement) fermé et convexe, il suffit de montrer que tout
élément de la sphere unité de E** est dans 'adhérence (forte) de j(Bg).

Soit ¢ € E** avec ||(||g+» = 1 et € > 0. Nous allons justifier I'existence de z € E
tel que ||j(x) — (||g= < €. Comme E est uniformément convexe, il existe 6 > 0 tel
que si z,y € Bg avec ||x — y|| > € alors ||z + y|| < 2 — 20.

Soit f € E* tel que ||f|| =1et ((f) > 1—0/2. D’apres le lemme de Goldstine,
il existe x € F tel que

()~ f@)l < 3

Supposons que ¢ ¢ E’b:**(j(;r),e) (la boule fermeée de centre j(z) et rayon & pour
||| g+). Comme E**\ Bg«.(j(z),€) est ouvert pour la topologie faible-* sur E** (car
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les boules fortement fermeées sont faible-* fermées, par exemple comme conséquence
du théoréme de Banach-Alaoglu), d’aprés le lemme de Goldstine il existe y vérifiant

J

Il < llnll =15 i (@) =3l = llz =yl > & [¢(F) = fFw)l < 5

En utilisant I'uniforme convexité, on a
|z +y|] < 2—26.

Mais on a aussi

lz+yll , 0
~<1-
2 ++2

NS

+ 0 <
2 ~X
On a donc une contradiction. Donc ¢ € B« (j(z),¢), ce qui conclut la preuve. [

Théoréme 3.3.3. Dans un espace de Banach uniformément convexe, une suite
converge fortement ssi elle converge fortement et la suite des normes converge vers
la norme de la limite faible.

Dans la litérature, on appelle parfois ce type de propriété la propriété de Radon-
Riesz.

Proof. La convergence forte implique la convergence faible et la convergence des
normes sur les epsaces de Banach généraux, puisque la norme est une application
1-lipschitz. Il nous faut donc juste démontrer la réciproque.

Soit x, — =z telle que ||z,|| — ||z||]. Si = = 0 la convergence forte est
évidente, donc on peut supposer sans perdre de généralité que = # 0. Posons
A = max(||z,]], ||z]]), qui converge vers ||z||, yn = A\, 2, et y = x/||z]|. On a
(Yn +y)/2 =y, donc

lim inf y";ym > [yl = 1.
Mais comme ||y,|| < 1, on a alors

L’uniforme convexité implique alors que ||y, —y|| — 0, ce qui implique que ||x,, —
z|| — 0. O

Théoréme 3.3.4 (Projection sur un fermé). Soit E un espace de Banach unifor-
mément conveze, et C un conveze fermé non-vide. Alors pour tout x € E, il existe
un unique pc(x) € C tel que

pe(x) € argmin |y — x].
yeC
L’existence est en fait vraie dans les espaces réflexifs, mais 'unicité utilisera
I'uniforme convexité. La fonction po joue le role de la projection dans le théoréme

de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert, vu dans le cours de
Topologie et Calcul Différentiel.
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Proof. Sans perdre de généralité, il nous suffit de montrer 'existence et 'unicité de
pc(0) pour tout convexe fermé, et le cas général suit par translation.

Soit yp € C et A = ||yo||. Sans perdre de généralité, on peut chercher un
minimum sur A = C N B(0,)), qui est aussi un convexe fermé, et maintenant
borné. En particulier, A est faiblement compact. Comme de plus la norme est
faiblement semi-continue inférieurement, il existe un point y en lequel la norme
atteint son minimum sur A.

Montrons maintenant ['unicité. Supposons qu’il existe y et z deux points dis-
tincts de norme minimale sur A. Alors par convexité

min || - || < [ty + (1 = 1)2) < tlyll + (1 = #)]]z]] < minf] -]

Donc la norme atteint aussi son minimum sur A en les ty 4 (1 —¢)z pour ¢ € [0, 1].
Mais apr uniforme convexité, si ||y — z|| > 0, il existe § > 0 tel que

< Myl =l

= 2

Y+ z
2

ce qui contredit la minimalité de y et z. Donc le minimum est unique.

O

3.3.2 Complément : super-reflexivité et plongements isométriques

Définition 3.3.5. Un espace de Banach est dit super-réfiexif s’il admet une norme
équivalente qui le rend uniformément conveze.

Cette facon de définir la super-réflexivité n’est pas la "‘vraie"’ définition. La

définition historique est plus compligée, et son équivalence avec la définition ci-
dessus est die & Enflo [5].

Définition 3.3.6 (Distorsion). Soit (A,da) et (B,dp) deuz espaces métriques. La
distorsion de A dans B, notée cg(A), est Uinf de tous les K > 0 tels que il existe
s>0cetp: A— B tels que

sda(z,y) < dp(e(x), o(y)) < sKda(z,y).

Cette distorsion est une mesure de & quel point il faut déformer A pour I’envoyer
dans B. Lorsque A se plonge isométriquement dans B, sa distorsion vaut 1. Lorsque
B est un espace vectoriel normé, s ne joue aucun réle car on peut remplacer ¢ par
s~ 1p. On dit que A se plonge dans B si cg(A) est finie.

On considére un arbre binaire enraciné de hauteur n, et on le munit de sa
distance de graphe. Soit T}, 'espace métrique discret ainsi défini.

Théoréme 3.3.7 (Bourgain). Un espace de Banach est non-super-réflexif ssi on
peut y plonger avec une distorsion uniformément bornée tous les espaces T,,.

Ce théoréme reste vrai si on remplace les plongements uniformément lipschitz
d’arbres binaires de tailles finies par le plongement lipschitz d’un arbre binaire infini.

Nous allons montrer une version partielle de ce résultat : on ne peut pas
plonger de maniére uniformément lipschitz tous les espaces T, dans un espace p-
uniformément convexe.
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Définition 3.3.8. Soit p > 0. Un espace de Banach est p-uniform’ement convexe
st ol existe ¢ > 0 tel que pour tout € > 0, on a

_ l|lz+y
e {1 2 ol =y =, eyl 2 e} > e

En particulier, on verra que les espaces L? sont p-uniformément convexe avec
p = max(2,q). Les espaces de Hilbert sont 2-uniformément convexes comme con-
séquence de l'identité du parallélogramme.

Un théoréeme de Pisier [12] dit que si un espace de Banach est uniformément
convexe, il existe p > 0 et une norme équivalente qui soit p-uniformément convexe.

Théoréme 3.3.9 (Bourgain). Si X est p-uniformément convexe, alors il existe
C > 0 tel que
ex(Ty) > Cllogn) VP

pour n assez grand.
Une conséquence purement géométrique est :

Corollaire 3.3.10. On ne peut pas plonger isométriqguement l’arbre binaire infini
dans un espace de Hilbert.

La preuve qu’on fera ci-dessous est die & Kloeckner [§].

Le raisonnement va étre itératif : on va montrer que la distorsion du plongement
d’un arbre de hauteur n/2 peut étre nettement meilleure que celle du plongement
d’un arbre de hauteur n, et conclure car la distorsion d’un petit arbre est minorée
par 1.

On utilisera le lemme suivant, :

Lemme 3.3.11. Supposons que E est p-uniformément convexe. Soit A =
{ao, a1, a2,ab} un arbre avec une racine, un noeud interne et deux feuilles. Si
p: A— E vérifie

d(e, f) < [lee) — (NIl < Ld(e, f) Ve, fe A

alors soit

lotao) = wlea)ll <2 (L= g5z ).

soit

K
lo(on) = el <2 (L - 5 )
ot la constante K ne dépend que de l’espace E.

Preuve du Théoréme([3.3.9. Soit L = L, > 0 tel qu’il existe ¢ : T;, — X avec
d(e, ') < d(p(x),¢(y)) < Ld(e, €).

On va construire un plongement de I’arbre de hauteur n/2. Pour tout noeud interne,
on nomme arbitrairement un des enfants le fils, et 'autre la fille. On sélectionne
ensuite deux petits-enfants de la racne, en identifiant le petit-enfant le plus proche
de la racine via le fils, et le petit-enfant le plus proche de la racine via la fille (en
cas d’égalité, on choisit arbitrairement). On répéte ensuite cette opération avec les
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deux petits-enfants choisi, jusqu’a la génération n — 2. Ceci nous sélectionne un
arbre de hauteur [n/2], et leurs images en donne un plongement. De plus, comme
on a systématiquement choisi le petit-enfant le plus proche parmis les deux choix
possible,s d’aprés le lemme si f est un enfant de e dans le nouvel arbre, on a

2d(e,f) < dlo(e). o) <2 (L= o5 )

Donc la distorsion de T, /9| est majorée par (L — %+). En itérant [logy(n)] fois
cette construction, on a un plongement de 77 dont la distorsion est d’au plus

K

L — [logy(n)] 1

Mais comme la distorsion est toujours plus grande que 1, on obtient LP >
c(p, K)logs(n) pour n assez grand.
O

Preuwve du Lemme [3.3.171. Sans perdre de généralité, on peut supposer ¢(ag) = 0.
On notera x1 (resp. x2, xb) pour p(ai) (resp. ¢(a2), p(ah)). Supposons que
||z2]| = 2(L — n), ou n > 0 sera choisi plus tard. Par inégalité triangulaire, comme
||z1]| et ||z2 —x1]|| sont majorés par L, elles sont toutes les deux minorées par L — 2.
Soit

[l ]

Vi= ———\To — X
Te = aal] 2~ %1
alors
X
o1 + v — 2| = \ (21 — 22) <1 - ”')H — lleall = w2 — 2ll] < 29
||z — 1|
et
e + il > [feal - o + v — aal| > 2L — 4n.

Les vecteurs z1/||z1|| et v/||z1|| sont de normes 1, et leur moyenne a une norme
minorée par 1 — 2n/D. Par hypothése de p-uniforme convexité, on a alors

2 1/79
|\x1—v|r<|\x1||<1—<£) ><sL

oil € = (2n/(cL))"/P. En conséquence,
1221 = 2a|| < [[e1 + v — @[ + [|l21 —v[| < 20 +eD.

Si on fait la méme hypothese que ||25|| > 2(L —n), on a alors aussi ||xh —2x1]| <
2n +eD, et donc

2n 1/p
— 5| <4n+2D | = :
o2~ 25 < an + 20 (21

En prenant n = K/DP~! avec K suffisamment petit pour que la borne ci-dessus
soit strictement inférieure a 2, on aboutit & une contradiction avec ||zo — 25| > 2,
ce qui conclut la preuve. ]
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Pour finir, mentionnons un plongement explicite de I'arbre binaire infini Tt
dans ¢!. Comme Ty, est dénombrable, on peut considérer une bijection v entre ses
sommets et N, et on peut identifier un élément k& de N avec la suite dont seul le
k-iéme élément est non-nul, et vaut 1. On considére alors p(e) = >, ¥(f), ol
Vordre est celui de 'arbre (i.e. f < esi f est un ancétre de e). On vérifie aisément
que

le(e) = (el = d(e, )

et donc on a bien un plongement isométrique.

1<n<oo

norme ||(zp)n|l = />0 H:L'TLH??, restreint au sous-espace vectoriel pour lequel cette

norme est finie.

Un exmeple d’espace réflexif mais pas super-réflexif est ( X 6?) muni de la

3.4 Le cas des espaces L?

Dans cette section, (X, pu) sera un espace abstrait muni d’une mesure positive.
L’espace LP est I’ensemble des fonctions mesurables, dont la puissance p-iéme est in-
tégrable, et quotienté par la relation d’équivalence "‘étre égales y-presque partout'’.
On le munit de la norme la norme || f||, := ([ | f[Pdp) .

Pour p = 00, [|fllec i= inf{C > 0; u(lf| > C) = 0}.

Dans le cas d’un ouvert de R? muni de la mesure de Lebesgue, on utilisera le
résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit Q un ouvert de R?, muni de la mesure de Lebesque, et
p € [1,400). L'espace LP(QY) est séparable.

Proof. Soit E D’ensemble des combinaisons l'inéaires & coefficients dans Q
d’indicatrices de paves [[]z;,yi[ avec les z; et y; rationnels. Par construction,
E est dénombrable, et on va montrer qu’il est dense. Soit f € LP(Q2) et ¢ > 0.
Par densité des fonctions continues a support compact, il existe g € C.(Q) telle
que [|f — g|lp < €. En consdiérant w un ouvert borné contenant le support de
g, et en utilisant 1'uniforme continuité de g, on peut construire h € E telle que
g — Plloo < /(Jw|'/P) et supp(h) C w. On en déduit que ||f — h||, < 2¢, ce qui
conclut la preuve. ]

En revanche, L>(f) n’est pas séparable : les indicatrices de boules ouvertes
centrées en les points x € 2 (avec un rayon choisi pour que ces boules soient
incluses dans ) forment une famille indénombrable dont les éléments sont toujours
& distance 1, ce qui ne peut pas se produire dans un espace métrique séparable.

3.4.1 Dualité pour les espaces L?

Théoréme 3.4.2. Les espaces LP(X, ) sont réflexifs pour 1 < p < oo, et leur dual
est isométrique LPI(X,,u) via Uapplication

ferr (X, — (g e (o) — | fgdu) .

On a immeédiatement comme corollaire :
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Théoréme 3.4.3. Soit Q un ouvert de R%. Si 1 < p < oo, toute suite bornée de
LP(Q) admet une sous-suite qui converge faiblement.

La réflexivité est une conséquence des lemmes suivants

Lemme 3.4.4 (Inégalité de Clarkson). Soit 2 < p < co. Pour tout f,g € LP on a

Hf+g Hf g

1
< AR +Tgll).

Pour p = 2, c’est en fait une égalité, qui correpsond a l'identité du parallélo-
gramme.
La réflexivité de LP pour p > 2 suit immédiatement :

Corollaire 3.4.5. L’espace LP est p-uniformément convezxe lorsque 2 < p < 00.

Proof. Si ||f||p et ||g]|p sont majorés par 1 et ||f — g||, > €, alors en appliquant
I'inégalité de Clarkson on a

p\ 1/p
o5

O]

Prewve de Uinégalité de Clarkson. Comme t —» (2 4+ 1)P/2 — P — 1 est croissante

sur Ry, on a
P +1< (2 +1)P2 vt > 0.

En remplacant ¢ par ¢/s et en multipliant par s”, on a alors
tP 4 sP < (t2 + 32)p/2 Vs, t > 0.

En remplagant ¢ par |f + g|/2 et s par |f — g|/2, puis en utilisant la convexité de
t —> t?/2 lorsque t > 2, on obtient

f + 9|’ f gl (12 Y 2o g
- T 5 <5+ =
2 2 2 2
et il suffit d’intégrer contre p pour conclure. O

Le cas 1 < p < 2 est plus difficile, et vient comme conséquence de 'inégalité
suivante :

Lemme 3.4.6 (Inégalité de Hanner). Soit 1 < p < 2. Pour tout f,g € L? on a

(1Al + allp)” + (£l = [gllp|” < 11f + gllf + 11 = gllp.

Proof. Pour r € [0, 1], soit

(14+7r)P~t — (1 —r)p!
rp—1 '

a(r) =L+ 4 (1 —r)P" et f(r) =

Nous allons commencer par montrer que pour tout s,t € R et r € [0,1] on a

a(r)|s|P 4+ B(r)|tP < |s+tP +|s — t|P. (3.1)
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Pour démontrer cette inégalité, on peut supposer sans perdre de généralité que
s,t > 0. De plus, comme « — [ est décroissante et que «(1) = (1), on a a > [ sur
[0, 1], et donc il suffit de drheontrer 'inégalité pour s > t. En divisant par sP, on voit
qu’il suffit de montrer que pour tout R € [0, 1], la fonction f(r) := a(r) + RPS(r)
atteint son maximum en r = R. En calculant f’, on voit qu’elle ne s’annulle que
pour 7 = R. De plus, f'(1) <0 et f/(07) > 0, donc le maximum est en r = R.
Déontrons maintenant 'inégalité de Hanner. Soit f,g € LP. Sans perdre de

généralité on peut supposer r = ||g||,/||f||p < 1. D’apres on a
a(r)[f[P+Br)lgl” <|f + 9P +1f —gl”-

En intégrant et en utilisant les expressions explicites de « et 8, on a

UL+l = 1 (L =gl )P A+ gl (gl 1)~ =gl (1l gl

<+ glly + 11 = gl

et on simplifie pour conclure.

Corollaire 3.4.7. Soit 1 <p < 2. On a pour tout f,g € LP

F+gll2+ (0= DIF = gll2 <201f11 + 1lgll2)-

En particulier, les espaces LP sont 2-uniformément convezes lorsque 1 < p < 2.

Proof. On va utiliser 'inégalité suivante (appelée inégalité a deux points de Beck-
ner): sil<p<2ona

|5+ 1P + |s — tp)l/p
5 :

4= D <
Une fois cette inégalité démontrée, on a

Hf+db+Hf—ﬂbV+Mf+mb—Hf—gWP>Wp

Hf+m§+@—1Mf—m@<< :

2
goﬂm;m%>”

_ 1B+ Tl

= 2
ot on a utilisé I'inégalité de Hanner (en échangeant les roles de f et g avec (f+g)/2
et (f — g)/2, puis utilisé la convexité de t — t*/P lorsque p < 2. O

On peut déja citer un autre corollaire de 'uniforme convexité, conséquence du
Théoréeme 3.3.3]

Corollaire 3.4.8. Soit 1 < p < co. Une suite (fy,) converge fortement vers f dans
LP ssi elle converge faiblement, et si || fullp — || f]lp-

Passons maintenant & la preuve du théoréme de Riesz:
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Preuve du Théoréme[3.4.5 On a déja démontré la reflexivité, comme conséquence
de T'uniforme convexité et du théoréme de Milman-Pettis. De plus, d’aprés
I'inégalité de Holder, pour tout g € L9, la forme linéaire

T(g): f — / fadu

est bien continue sur LP, et ||T(9)||op < ||g]lq- De plus, en considérant f = g|g|?~2,
on a

1/p
T()F) = lgllss 171l = ( / rgp<q—1>du) — llglle® = [jgll2",

donc [|T(g)|lop = l|9llq, €t T est une isométrie. Il nous reste & montrer que 71" est
surjective.

Pour cela, on va montrer que T(L?) est dense dans (LP)*. Comme T(L?) est
ferme (car T est une isométrie), si ce n’était pas le cas, il existerait une forme linéaire
sur (LP)* non-nulle, mais nulle sur T'(L?). Soit h € (LP)** une formelinéaire nulle
sur T'(L?). Comme LP est réflexif, il existe alors f € L? telle que h(u) = u(f) pour
tout u € (LP)*. En particulier, on aurait

/fgdu:O Vg € L9.

En prenant alors g = |f|P~2f € L9, on obtient ||f||, = 0, et donc h est la forme
linéaire nulle. Donc T'(L9) est dense dans (LP)*, ce qui conclut la preuve. O

Théoréme 3.4.9. Si (X, u) est o-fini, alors Uapplication

fe Lo, ) — (g e LX) — | fgdu>

est une isométrie entre (L')* et L*°.
En revanche, L' et L™ ne sont pas réflexifs en général.

Remarque 3.4.1. La description du dual de L°° ne semble pas admettre de réponse
générale, car elle dépend du systéme d’axiome, méme dans des cas concrets. Si on
utilise 'axiome du choix, il existe des formes linéatres continues sur L>° qui ne sont
pas décrites par des mesures, donc a fortiori par des éléments de L'. Mais sans
Uaziome du choiz, déterminer si (L*°(R™))* est strictement plus grand que L'(R™)
est un probléme indécidable. TROUVER REF.

Comme corollaire (et en utilisant le théoréeme TO REF), on a

Théoréme 3.4.10. Soit Q un ouvert borné de R, De toute suite bornée de L>°(Q)
on peut extraire une sous-suite qui converge pour la topologie faible-*.

Pour démontrer ce théoréme de représentation des formes linéaires sur L', on
s’appuiera sur le théoréme de Radon-Nikodym, vu dans le cours d’intégration au
premier semestre :

Théoréme 3.4.11. Soit p une mesure positive o-finie sur un espace mesurable
(X, A), et soit v une mesure signée o-finie sur (X, A). Il existe un unique couple
de mesures positives o-finies telles que v = v1 + 19, 11 soit absolument continue par
rapport & W, et va soit étrangére a L.

De plus, il existe une unique fonction mesurable f € L'(u) telle que vy = fpu.
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Preuve du Théoréeme[3.4.9. Tout d’abord, montrons que l’application

T:fel®Xp — <g€ LNX, p) — /fgdu>

est une isométrie. L'inégalité ||T(f)||op < ||f||co est immédiate. Inversement, quitte
a remplacer f par —fon peut supposer u(f = ||fllcc —€) > 0 pour tout £ > 0.
Soit A un sous-ensemble de {f > |[|f||co — €} tel que p(A) < o0 et g =14. On a
T(£)(9) = (lflloc = &)u(A) = ([ flleo = &)llgll1, donc [IT(f)[lop = |[fllcc — & pour
tout € > 0. Donc on a bien que T est une isométrie de L>° vers son image.

Il nous reste maintenant &4 montrer la surjectivité vers (L!)*. Commencons par
le cas ot p est finie. Nous allons d’abord montrer que une forme linéaire continue
sur L' peut étre représentée par une mesure, puis utiliser le théoréme de Radon-
Nikodym pour la représenter par une fonction L.

Soit h € (L')*. Posons v(A) = h(1 4), et montrons que v est une mesure signée.
Tout d’abord, (@) = h(1gz) = h(0) = 0. De plus, [v(A)| = |h(14)| < co pour tout
ensemble mesurable A, donc v est une mesure finie. Ensuite, si les 4; sont deux &
deux disjoints, on a

I/(U?ZlAi> =h (i 1141') = ih(]lAi) = iy<AZ)

i=1

Comme Y7 14, converge dans L'(u) vers >.{° 14, et que h est continue, on peut
passer & la limite et obtenir
o0
v (U2 4i) = Y v(A),

=1

Donc v est bien une mesure signée.

Ensuite, comme si (A4) =0, 14 = 0 dans L'(u), et donc v(A) = 0. Donc v est
absolument continue par rapport & u, et par application du théoréme de Radon-
Nikodym il existe une fonction mesurable f € L!'(u) telle que v = fu. De plus,
par linéarité et approximation avec des fonctions simples (qui sont denses dans L!),
pour tout g € L'(u) on a h(g) = [ gfdp.

Il nous reste a montrer que f € L. Supposons que f ¢ L. Quitte & remplacer
f par —f (ce qui revient a remplacer h par —h), pour tout R > 0 on a u({f >
R}) > 0. En prenant gg = 1>y, on a

\M(gr)| =2 Ru({f = R}) = Rl|gr||L1()-

Donc ||h]|op = R pour tout R > 0, ce qui contredit 'hypothése que h € (L!)*.
Donc f € L*, et de plus || f]loo < [|A]]op-

Passons maintenant au cas ol u est seulement o-finie. Il existe des ensembles
mesurables B; deux a deux disjoints tels que u(B;) < oo et UB; = X. Si on applique
le cas des mesures finies aux espaces (B;,A;) avec A; = {ANB;; A€ A} on a
I'existence de fonctions mesurables f; telles que pour tout 7 f; est supportée sur B;
avec || fil| oo ) < ||Pl|op, et telles que si g; est supportée sur B; alors h(g) = [ figdp.
On pose alors f =) . f;, qui est toujours L™ car les B; sont deux & deux disjoints,

et par linéarité
h (Zg]]-31> - /fg:ﬂ-UigNBidM'

<n
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On peut ensuite faire tendre N vers l'infini, en utilisant la convergence de g1,

i<NBi
dans L', pour obtenir

h(g) = /fgdu-
O

On termine cette section par un théoréme d’interpolation, qui sera utilisé plus
tard pour étudier la transformée de Fourier.

Théoréme 3.4.12 (Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin). Soit pg, p1,70,71 €

[1,400] et t € [0,1].S0it u et v deuxr mesures o-finies sur deuz espaces X et ) (qui

peuvent étre différents). On pose

1 1—-1t¢ t 1 1-—1t t
— _|_ f— +

: ; :
bt Po b1 Tt To 1

Soit T un opérateur linéaire de LPO(u, C)+ LP'(u, C) vers L™ (v,C)+ L™ (v,C) (i.e.
sur les fonctions a valeurs complexes), continu de LP° vers L™ avec norme My,
et continu de LPY vers L™ avec norme M. Alors T est un opérateur continu de
LPt (1) wvers L™ (v), de norme inférieure a My ' M.

En d’autres termes, la fonction qui a (s,t) € [0, 1]? associe la norme d’un opéra-
teur donné de LY/* vers L'/* est log-convexe. Si on travaille avec un opérateur sur
les fonctions a valeurs réelles, on peut trivialement 1’étendre & un opérateur sur
les fonctions a valeurs complexes, mais la comparaison des normes opérateur fait
apparaitre un facteur 2 en plus.

Corollaire 3.4.13 (Inégalité de Young pour la convolution). Soient p,r,s tels que
pt4r t =1+571, et soient f € LP(RY), g € L™ (R?Y) (par rapport a la mesure de
Lebesque. Alors leur convolution vérifie

1 * gllLsway < 1 fl| L rayl gl Lr may-

Antrement dit, Uopérateur de convolution avec une fonction LP est continue de L"
vers L®.

Proof. Soit f € L'(R?). 1l est immédiat que I'opérateur

T:g—>f*g:=/f(y)g(‘—y)dy

vérifie
Tglly < [IfIllglls 1T glleo < M1 f[l11lgl]oo-

Donc T est continu de L! dans L! et L dans L™, & chaque fois avec norme || f||;.
Par application du théoréme de Riesz-Thorin, on a alors

I Tgllp < I1f11llglp-

Mais en échangeant les roles de f et g, on voit alors que si f € LP, T est continue
de L' dans LP, avec norme ||f||,. De plus, toujours si f € LP, une application de
'inégalité de Holder montre que T est continue de L? dans L™, avec p~ ! +¢~1 =1,
avec norme ||f|[,. Une nouvelle application du théoréme de Riesz-Thorin donne
alors que T est continu de L™ dans L® (avec les valeurs données dans 1’énoncé), avec
norme ||f||,, ce qui conclut la preuve. O
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La preuve du théoréme de Riesz-Thorin utilisera le résultat suivant :

Théoréme 3.4.14 (Théoréme des trois droites de Hadamard). Soit ¢ une fonction
@ valeurs complezes, analytique et bornéesur la bande {z € C;0 < R(z) < 1}, et
501t

N(a) := sup |p(a + it)]|.
teR

Alors
N(a) < N(0)1 —a)N(1)2

Proof. Soit ¢ = log(N(0)/N(1)) et ¢(z) = e“p(z). Cette fonction est analytique
bornée sur la bande, et son module est majoré par N (0) sur les deux droites ®(z) = 0
et R(z) = 1. Donc par le principe du maximum, son module est majoré par N(0)
sur toute la bande. D’ou

[p(a+it)] < N(0)e™** = N(0)' "N (1),
ce qui conclut la preuve. O

Preuve du théoréme de Riesz-Thorin. Pour cette preuve, étant donné p € [1, +o0],
on notera p* I'exposant dual défini par p~! + (p*)~1 = 1. Soit
M) = Tlopzrorr = sup [ T(f)gd
1f1lp=Ilgll-x=1
ou f et g sont & valeurs complexes. On a les inclusions
Lp() N Lpl C Lp9 C LPO + Lp1_

La premiére inclusion est une conséquence de la log-convexité des normes LP

11l < 11l 11T,

obtenue en appliquant l'inégalité de Holder a |f[Pt = |f[P¢(0=B|f[Pet. La seconde
inclusion s’obtient en observant que si f € LP* alors f1,7~; € L et f1,5<; € LP*.
En particulier, on peut définir 7" sur LP¢ par linéarité. De plus comme les fonctions
simples sont denses, LP° N LP1 est dense dans LPt.

Notre but est de montrer que

£l = llglles = 1 = / T(f)gdv < M(po, 7o)~ M(p1, )"

On commence par considérer le cas ou f et g sont simples (et donc dans LPO N LP1)
et [|fllp. = [lgll-s = 1. On peut les réecrire

F=1f1e" g=lgle”.
On définit u(z) et v(z) sur la bande {Re(z) € [0, 1]} via

1 1—2z z 1 1—2z z

u(iz) " po pm ow(z) ro ™

et on définit ' 4
fo= | f"Fu@)e®; g =g "1 —v(t)e?.
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On va supposer pour simplifier les notations que on a exclu le cas rg =r; = 1. Si
on est dans ce dernier cas, on prend g indépendant de z, et ce qui suit s’adapte.
On pose ensuite

D(z) = / (Tf.)g.dv; z€{0<Re(z) <1}

qui est une fonction analytique (comme f et g sont simples, il suffit de les écrire
comme des sommes d’indicatrices de domaines disjoints, et de développer la somme
pour le voir). Il nous suffit maintenant de montrer que

|®(is)| < M(po,r0); |®(1+1is)| < M(p1,r1) VseR

et le conclusion suit via le théoréme des trois droites et (avec un peu de travail)
la densité des fonctions simples car M (py, ) s’obtient en maximisant ®(¢) sur les
fonctions f et g possibles. On a

sl = 111770 et donc | isllp < 1715/ = 1.

e < ||g|\:%/T° = 1. L’inégalité de Holder avec exposants rg et

De méme, on a ||g;s|
ry donne

[®(@s)| < IT fisllrollgis|lrg < M(po, o)l fisllrollgis|lrg < M(po,70)-

Un raisonnement analogue donne |®(1 +is)| < M (p1,71).
A FAIRE : DETAILLER ARGUMENT DE DENSITE O

3.4.2 Compléments sur la compacité dans les espaces LP

Pour le début de cette section, on ne considérera que les espaces LP(€2), ou €2 est
un ouvert de R? muni de la mesure de Lebesgue.

Notation. Si Q est un ouvert, on notera A CC ) pour dire que A est un ouvert
tel que A est inclus dans €.

Notation. On notera 1, l'opérateur linéaire qui a une fonction f associe la fonction
x— f(z+h).

Théoréme 3.4.15 (Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit p € [1,+00] et
F une partie bornée de LP(S2). Si

1. Pour tout ¢ > 0 et tout A CC Q il existe 0 < § < d(A,RN\Q) tel que

sup ||7nf — flloeay <& Vh t.g. |h] < 6;
fer

2. Pour tout € > 0 il existe A CC Q tel que

sup || fllzr\4) < &
feF

alors F est relativement compacte dans LP(Q) (pour la topologie forte).
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Proof. Comme LP(2) est complet, il suffit de montrer que F est précompact. Soit
€ > 0. Le but est de montrer qu’on peut recouvrir F avec un nombre fini de boules
de rayon ¢ de LP(2).

Soit A CC € tel que

Wl m

sup || fll Lo a) = sup ||f — Lafllzrq) <
fer fer

Par hypothése, il existe o > 0 tel que o < d(A4, RN\Q) et

sup [|7if = fllro(ay < /3 Vht.a. |h] < o
fer

Soit p, une fonction C°°; positive, & support inclus dans la boule de rayon « et
telle que [ pdx = 1. Soit

Faa:=A{pax fla; f€F}

I’ensemble des convolutions d’éléments de F avec py. On a

pax f(@) - f(2)] < / palW)|rnf(z) - f(x)\dh.

{lhl<a}

En appliquan V'inégalité de Jensen,

|pax fz) = f(2)|P < / pa(W)|T-nf(z) = f(2)["dh,

{lhl<a}

et donc

load = Aoy < [ pallir-ns = Flluagdh < /37,

{In|<a}

et donc

W m

sup |[pa * f — fllrra) <
feFr
Par inégalité de Holder

oo * fllzee(a)y < lpallLa )l flizrcay; IV (pa * F)llLeay < IVpallpaayllfllzecays

ou p~t 4+ ¢! = 1. En particulier, Fn,a est uniformément bornée et uniformé-

ment équilipschitzienne, donc apr théoréme d’Arzela-Ascoli elle est relativement
compacte dans C.(A), et donc dans LP(A). Il existe donc une famille finie g1 - gy
d’éléments de LP(A) (qu’on prolonge par 0 en dehors de A) tels que

Fna C UlgigNBLp(Q) (9i,€/3).

Mais comme

2e
I1f = Lapa * fllre) < | flloeva) + 11f = pa* fllora) < X
on en déduit que
F C Ui<isn Bro(9) (9i5€)s
ce qui conclut la preuve. O
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Un autre point de vue, dont on discutera plus rigoureusement plus tard, est
détudier les obstructions & la convergence forte lorsqu’on a convergence faible. Si
on regarde le cas L2(R%), il s’avére qu'il y a essentiellement quatre obstructions
possibles :

-les translations : si f est une fonction L?, 7,f converge faiblement vers la
fonction nulle lorsque h tend vers linfini, mais la norme L? reste constante.

-’évanescence : & — A\~%2f(z/)\) a une norme L? constante, mais s’étale a
I’infini et converge faiblement vers 0 si A — oc.

-la concentration : on reprend le méme exemple que précdemment, mais on fait
tendre A vers 0. La masse reste constante, mais se concentre dans une région de
plus en plus petite. Il faudrait renormaliser par A~% plutot que A=%2 pour avoir
convergence vers une masse de Dirac (quand f est continue & support compact),
donc avec cette normalisation on a convergence faible vers 0.

-les oscillations : & — €% f(x) converge faiblement vers 0 (lemme de Riemann-
Lebesgue), mais pas dans L? (et on peut prendre les parties réelles et imaginaires
pour avoir des fonctions a valeurs réelles).

On peut utiliser ces exemples pour montrer que les hypothéses du théoréme de
Riesz-Fréchet-Kolmogorov sont aussi nécessaires.

Bien sar on peut avoir des combinaisons de ces différentes situations. La philoso-
phie générale pur ce type de résultats (y compris dans d’autres espaces de fonctions)
est appelée concentration-compacité. Elle apparait sous différente forme, et on
pourra consulter TO REF. On verra plus tard des énoncés rigoureux de ce type.

A noter que chacun de ces cas peut étre vu comme résultant d’une action d’un
groupe non compact sur L? qui préserve la norme.

Pour le cas L', I'espace n’est pas réflexif, mais on a un critére de compacité
faible. On se place maintenant de nouveau dans le cadre d’un espace mesuré abstrait
muni d’une mesure positive finie.

Définition 3.4.16 (Uniforme intégrabilité). Une famille F bornée dans L*(§) est
dite uniformément intégrable si pour tout € > 0 il existe 0 > 0 tel que

VA C Q mesurable, |A| <0 = sup/ If] <e.
feFJA

Théoréme 3.4.17 (Théoréme de Dunford-Pettis). Soit (X, B, u) un espace abstrait
muni d’une tribu et d’une mesure positive finie. Une famille bornée dans L'(u)
est uniformément intégrable si et seulement si elle est faiblement séquentiellement
relativement compacte dans L'(€2).

L’uniforme intégrabilité (pour des familles de variables aléatoires) est une no-
tion trés utilisée en probabilités, pour prouver des convergences L' de variables
aléatoires. Il en sera notamment question dans le cours de processus stochastiques
de deuxiéme année. Nous n’allons démontrer ici que le sens direct. A FAIRE : REF
SENS RECIPROQUE

On notera dorénavent Ul pour uniformément intégrable.

Proof. Soit F une partie bornée et uniformément intégrable de L!(x). On vérifie
tout d’abord que si une famille est Ul, alors leurs parties positives et négatives le
sont aussi. Donc on peut sans perdre de généralité considérer le cas ou les éléments
de F sont positifs.
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Soit (fy)nen un suite de F. Posons f¥ := falys,<ky et M :=sup, [ fn. Ona

M>sup/ fn = sup k[{fn > K}
{fn>k} n

n

donc sup,, [{fn > k}| — 0 lorsque k¥ — oco. En conséquence, comme la suite est

UI, on a
lim sup/ fn=0.
kon {fn>k}

Posons 0 = sup,, f{fn>k} =sup,, ||fn — f¥|/1 (qui tend donc vers 0).

Comme ( fff)neN est bornée dans L, on peut extraire une sous-suite qui con-
verge pour la topologie faible-*. Mais comme p est finie, L>(u) C L*(u), et cette
sous-suite converge aussi faiblement dans L' (via l'identification de (L1)* et L°°).

Pour tout k, on a donc une extraction ¢y, telle que f:;k (n) COTVErge faiblement

dans L' vers une fonction fk, et par extraction successive on peut imposer que
ff,k(n) converge vers f¢ pour tout ¢ < k.

Comme fﬁk(n) < fi:(ln) si £ < k—1, on voit que f* est croissante. De plus

sup/fk < supliminf/f:;k(n) < sup/fn.
k k n

Par le théoréme de convergence monotone de Beppo-Lévy, f* converge p.p. et dans
L' vers f = supy, f*.

Nous allons montrer que, pour ¢(n) = ¢,(n) (extraction diagonale), on a la
convergence faible dans L! de Jo(m) vers f. Soit g € L™ et € > 0. 1l existe ko
suffisamment grand pour que

9
191100 (8o + 17% = fllL1) < 3

Alors
’/g(f@(n) - f)' < ‘/g(fcp(n) - f’;((’n) +f£(()n) — fko 4 fRo _ f)'

<ol = -+ 15% = £ + | [ a8y = £

< ol 1175, = 10 + | [ a5, - 74

<+ ' [ ottt - 1)

Comme fﬁ?n) converge faiblement dans L' vers f*o le dernier terme tend vers 0
quand n tend vers U'infini. Donc pour n assez grand

‘/g(fgo(n) _f)’ <€,

ce qui conclut la preuve. ]
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Chapter 4

Espaces de mesures

Dans ce chapitre, on verra des applications de la topologie faible-* & la topologie
des epsaces de mesures, via les applications

f— [ rdu

qui, étant donné une mesure borelienne finie u, donne une forme linéaire sur un
espace de fonctions.

Dans ce chapitre (et les autres) on utilisera la convention francaise : un espace
compact est toujours supposé séparé.

4.1 Quelques rappels sur la convergence de mesures

Définition 4.1.1. Une suite (pn)nen de mesures de probabilités sur un espace
polonais converge étroitement vers la mesure de probabilité u si pour toute fonction

continue bornée f on a
[ tdnn— [ san

La proposition suivante est souvent utile pour limiter la classe de fonctions a
utiliser pour vérifier la convergence :

Proposition 4.1.2. On suppose (E,d) est un espace polonais. Soit (fin)nen une
sutte de mesures de probabilité. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (pn)nen converge étroitement vers pu;

Pour toute fonction f uniformément continue bornée, [ fdu, — [ fdu;
Pour toute fonction f lispchitz et bornée, on a [ fdu, — [ fdu;

Pour tout fermé F, on a p(F) > limsup u,(F);

Pour tout ouvert O, on a p(0O) < liminf u,(O);

Pour tout borélien A avec p(0A) =0, on a lim pu,(A) = p(A);

I T S N

Pour toute fonction f mesurable, continue p-presque partout et bornée, on a

ffdﬂn%ffdﬂ-
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Proof. Les implications 1 = 2 = 3 et 7 = 1, et I’équivalence 4 < 5, sont immeédi-
ates.

Pour montrer que 3 = 4, pour F' un ensemble fermé, on introduit la fonction
fr(x) :==max(0,1 — Kd(z, F')). Cette fonction est K-lipchitz et bornée, et lorsque
K — 400, fix converge de maniére monotone vers 1p. On a donc p,(F) <
| frduy, pour tout n, et donc

lim sup pp, (F) < lim lim sup/deyN = lim/de,u = p(F)
n K n K
oll on a utilisé le théoréme de convergence dominé appliquée aux fonctions fx < 1.
On a donc bien 3 = 4.

Montrons maintenant que 4 et 5 (qui sont équivalentes) impliquent 6. Si

w(0A) =0, on a alors pu(A) = u(A°) = u(A), et donc
wu(A) = p(A°) < liminf p, (A°) < liminf i, (A) < limsup pp, (A)

< limsup i, (A) < p(A) = p(A),

ce qui permet de conclure.

Montrons enfin que 6 = 7. Soit f une fonction mesurable, bornée et continue
p-presque partout. Quitte & décomposer f en fi — f_, on peut supposer que f est
positive. Grace au théoréme de Fubini, on a

/fdu = /M(dx) /UOO Lio,f(2) (¥)dy = /OOO p({f = ydy.

Soit D I’ensemble des points de discontinuité de f. Pour tout y, si A, = {z; f(x) >
y}, alors A, C DU{f = y}. En effet, si 2 € A, alors il existe une suite telle que
xn — x avec f(x,) > y pour tout n. Alors, si x n’est pas un point de discontinuité
de f, et n’est pas dans A, on a nécessairement f(z) = y. On souhaite montrer que
pour Lebesgue-presque tout y, on a p(0A,) = 0, et pour ce il suffit de montrer que
pour Lebesgue-presque tout y, on a u({f =y}) =0.

Or {y = 0; u({f = y}) > 0} = Uken{y = O;u({f = y}) > 1/k}. Or comme les
{f = y} sont deux & deux disjoints, {y > 0; u({f = y}) > 1/k} est de cardinal in-
férieur & k. Donc {y > 0; u({f = y}) > 0} est une réunion dénombrable d’ensemble
finis, donc dénombrable, et donc de mesure de Lebesgue nulle.

Donc, en utilisant 6, pour Lebesgue-presque tout y > 0, on a u,(f > y) —
wu(f = y). Alors, par convergence dominée,

/fdun = /OUHOO pn(f 2 y)dy — /OHfloo u(f = y)dy = /fdu

ce qui conclut la preuve.
O

Dans ce chapitre, on considérera essentiellement soit des epsaces compacts, soit
des espaces localement compacts (i.e. tout point admet une base de voisinages
relativement compacts) et o-compacts, c’est & dire qui sont réunion d’une suite
croissante de compacts K, d’intérieur non vide, tels que K, C int(K,4+1). On
appelle suite exhaustive de compacts une telle suite. En particulier, si on dispose
d’une telle suite, alors pour tout compact K il existe un n tel que K C K,,. Ce
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cadre est assez naturel du point de vue de ’analyse, mais insuffisant pour certaines
des applications en probabilités, dont le cadre naturel est plutdt celui des epsaces
polonais.

On utilisera occasionnellement le lemme suivant :

Lemme 4.1.3 (Lemme d’Urysohn). Soit (X, d) un espace métrique localement com-
pact et o-compact, K un compact de X et V un ouvert contenant K. Alors il existe
une fonction [ continue a support compact telle que

Ig < f<1y.

Proof. Soit O un ouvert relativement compact contenant K et inclus dans V. La
fonction

d(z, X\O
fla) = A XAO)
d(z, K) + d(X\O)
convient. Pour justifier que O existe, considére une suite exhaustive de compacts
(K,), on chosiit n tel que K C Ky, et on prend O = int(K,,11) N V. O

Lemme 4.1.4 (Partition de 'unité). Soit (X,d) un espace métrique localement
compact et o-compact, K C X un compact et Vi, ...,V un recouvrement de K par
des ouverts. Il existe une famille g1, ..., g, de fonctions continues a support compact,
avec 0 < g; <1, suppg; CV; et

n
Zgl(m) =1 Vze K.
i=1
La famalle g1, ..., gn est appelée une partition de 'unité subordonnée au recouvrement

Vi, ., Vi, de K.

Proof. Tout point x € K admet un voisinage W, d’adhérence compact inclus dans
I'un des V; (pou un i qui dépend de z). On extraie de ce recouvrement d’ouverts
un reocuvrement fini, et quitte & prendre ’union de ceux qui sont inclus dans un
méme V;, on trouve une famille de points z1, ..., z,, tels que K C UW,, et W,,, C V;.
Grace au lemme d’Urysohn, on a des fonctions continues f; telles que

Ly, <fi<ly.

On prend alors

g="r, g2=0-fi)fa ... gannH(lffi)-

O
4.2 Théoréme de Riesz
Etant donné une mesure p, la fonction
f— [ ru
deéfinit une forme linéaire continue sur (Cy(E),|| - ||oo)- Le but sera d’utiliser la

topologie faible-* pour étudier la convergence de mesures. Pour ce faire, il nous
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faut étudier quel est le dual de (Cy(R),|| - ||so)- Il se trouve que la situation est
un peu différente selon si F est compact ou non, et qu’en général c’est le dual des
fonctions continues & support compact qui est isométrique & ’espace des mesures
signées finies.

Définition 4.2.1 (Mesure réguliere). Une mesure borelienne p sur un espace
métrique est réquliere si pour tout borélien A on a

u(A) =inf{u(0); AC O, O ouvert}

et
w(A) =sup{u(K); K C A, K compact}.

Dans le contexte de ce cours, cette notion ne sera pas mise en avant. On verra
par exemple a posteriori qu’il n’y a pas de mesure borelienne finie sur un espace
compact qui ne soit pas réguliere. Mais dans des contextes plus généraux cette
notion peut provoquer des difficultés.

4.2.1 Théoréme de Riesz, cas compact

Une forme linéaire T' sur un espace de fonctions & valeurs réelles est dite positive si
pour toute fonction f positive on a T'(f) > 0.

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de Riesz, formes linéaires positives sur C(K)). Soit
(K, d) un espace métrique compact, et T une forme linéaire continue et positive sur
(C(K),]|| - ||oo)- Il existe une unique mesure borélienne p finie et réguliére telle que

7() = [ fau vf € ()

Corollaire 4.2.3. Sur un espace métrique compact, toute mesure borélinenne finie
est réguliére.

Dans le cadre compact, 'ensemble des mesures de probabilité est fermé dans
C(E,R)*, et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.2.4 (Théoréeme de Prokhorov, cas des espaces compacts). Si (E,d)
est un espace compact, alors P(E) est compact pour la topologie de la convergence
étroite.

Corollaire 4.2.5. Si une suite de variables aléatoires d valeurs dans R? est unifor-
mément bornée (c’est a dire que il existe M > 0 tel que pour tout n on ait | X,| < M
p.s.), alors on peut en extraire une sous-suite qui converge en loi.

Preuve du Théoréme [4.2.4. Etape 1 : Unicité

Soient p et v deux mesures boréliennes positives qui représentent une méme
forme linéaire T'. Soit K un fermé (donc compact) et V,, := {z;d(z, K) < 1/n}.
Par le lemme d’Ursohn, il existe f,, € C.(E) telle que 1x < f, < 1y, et donc

p(K) <T(f) < MpZyv(Va).

On a donc pu(K) < v(K), et par symétrie p et v coincident sur les fermés. Un
argument de classe monotone justifie alors qu’elles coincident. A noter qu’on ne les
a pas supposées réguliéres.
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Etape 2 : Définition et propriétés sur les ouverts
Soit V' un ouvert. On pose

u(V) :=sup{T(f); 0<f<1; supp(f) CV}.

Par définition, p est positive et monotone sur les ouverts. Nous allons montrer
I’additivité sur les familles finies d’ouverts disjoints.

Soit (Vi)nen une famille d’ouverts, et f telle que supp f C U, V,, et 0 < f < 1.
Comme supp f est compact et inclus dans U, V,,, il existe N tel que supp f C U]lv V.
On prend alors ¢y, ..., gn une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
Vi, ..., Vn, et alors

N N 00
T(f) =Y _Tlgnf) <D n(Va) <Y (Vo).
1 1 1

On en déduit alors que
pUFVR) < 3 (Vo).
1

Soit V1 et Vo deux ouverts disjoints, € > 0 et fi, fo telles que 0 < f; < 1,
supp f; C V; et

T(fi) = Vi) =

Alors 0 < f1 + fa < 1y, + 1y, = Ly,uv, et donc

| ™

p(ViuVa) = T(f1) + T(f2) Z p(V1) + u(V2) — .

On en déduit en faisant tendre € vers 0 que p est additive sur les unions de deux
ouverts, et on généralise apr récurrence aux unions finies d’ouverts.

Etape 3 : Définition et propriétés sur les compacts

Soit K un compact. On pose

w(K) :=inf{u(V); V ouvert et K C V}.

Par définition, p est positive et monotone sur les compacts. De plus, on vérifie
aisément que si K est & al fois ouvert et fermé, la valeur coincide avec la définition
précédente. Nous allons maintenant montrer 'additivité sur les familles finies de
compacts disjoints.

Soient Kj et Ky deux compacts, € > 0 et Vi, Vo deux ouverts tels que K; C V;
et u(K;) = p(Vi) —e/2. Alors

n(K1 U Kz) < p(Vi U Va) < p(Kr) + p(Kz) +e.

Donc pu(K1 U Ka) < u(Ky) + p(K2). Supposons maintenant K et K disjoints.
Soit V' un ouvert contenant K; U K3 et tel que u(V) < pu(K; U Ka) + . 1l existe
V1 et V5 ouverts disjoints tels que V; contienne K; et leur union soit contenue dans
V. Alors

(K1 U K2) 2 p(V) —e = p(Vi) + p(V2) — e = p(K) + p(Ks) —e.

En faisant tendre € vers 0 on a l'additivité sur deux compacts disjoints, et par
récurrence sur les familles finies de compacts disjoints.

44



Etape 4 : Mesure intérieure, mesure extérieure
Pour A C F on définit

i (A) :=sup{p(K), K compact C A};
' (A) == inf{u(V), K ouvert D A}.
On a s < p*, et les deux sont monotones pour l'inclusion. Posons
B = {4; p(A) = n*(A)}.

Par construction B contient les compacts. Montrons que B contient les ouverts.

Par construction pu(V') = p*(V') = .« (V'), donc il nous reste & montrer l'inégalité
inverse. Soit f € C(F) telle que 0 < f < 1et K :=supp f C V. Soit W un ouvert
contenant K et d’adhérence incluse dans V. Par le lemme d’Urysohn il existe
g € C(X) telle que 1x < g < L. On a alors

T(f) <T(9) < p(W) < p(W) < (V).

En passant au sup sur les f, on obtient

et donc B contient les ouverts.

Etape 5 : o-additivité sur B

Soit (A;,) une famille d’éléments de B deux & deux disjoints. Nous allons montrer
que Uy, A, € Bet que pu(UPA,) = 377 u(Ay).

Soit € > 0 et pour tout n un compact K, tel que K, C A, et u(K,) >
p(An) — /2", Alors

e (U2 A0) > o (UV A,) > o (U E)

N N
= ZM(Kn) 2 ZN(AN) -
1 1

et on peut faire tendre N vers l'infini puis € vers 0 pour avoir

« (UT°AR) Zu

En considérant maintenant une suites d’ouverts (Vj,)nen tels que 4, C V, et
1(An) = p(Va) — /2", on a

o o0
PO AR) < p(UV) <) u(Va) <) ul(An) + ¢
1 1

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit 'identité voulue.
Etape 6 : B est une o-algébre contenant les boréliens
Avec le raisonnement précédent, on voit que

B={AC E;Ve > 03K compact C A C V ouvert et u(V\K) < e}.

On en déduit que B est stable par passage au complémentaire. Comme elle est stable
par union dénombrable, c’est une o-algébre, et comme elle contient les ouverts,
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elle contient aussi les boréliens. De plus, par construction la restriction de p aux
boréliens est réguliére.

Etape 7 : u représente T On veut montrer que pour toute fonction f € C(K)
on a T(f) = [ fdu. Par linéarité il suffit de montrer que T'(f) < [ fdu. Comme
de plus T'(1) = p(E), qui tte & ajouter une cnstante & f et a la multiplier par
un scalaire, on peut supposer 0 < f < 1. Soit ¢ > 0 et N = |e71| +1. Pour
k € {0,...,N} on pose

A :={z € E;(k—1)e < f(x) < ke}.

Pour tout k£ on peut choisir un ouvert Vj contenant Ay et tel que u(Vi\Ax) <
e/(N +1). Alors

N
/ fap = (k= 1ep(Ag) > (Z(k—l)smm)—e

k=0 k

Quitte & réduire les Vi, on peut supposer f < (k + 1)e sur V. Soit g1,...gx une
partition de I'unité subordonnée aux V;. On a

= "T(fgr) < D_(k+DeT(gr) < D (k + Depu(Vi).

En faisant tendre € vers 0 on a bien

Tf)</fdu

ce qui conclut la preuve. ]

Définition 4.2.6. Soit (E,d) un espace métrique compact. On appelle mesure de
Radon toute forme linéaire continue sur C(E), et on note M(E) lUespace C(E)
des mesures de Radon sur E, qu’on munit de la norme

Tl pmey == sup{|T(F)]; f € C(E) et [|fllo <1}

Pour une mesure de Radon positive, on a ||T|| gy = T(1) = u(E).

Le théoréme de Riesz identifie les mesures de Radon positives aux mesures
positives finies. On peut étendre aux formes linéaires générales en décomposant en
parties positives et négatives :

Proposition 4.2.7. Soit (E,d) un epsace métriqgue compact et T une mesure de
Radon sur E. On pose pour f >0

T (f) :==sup{T(9); 0<g<f; geC(E)};
T_(f):=—inf{T(g9); 0<g<f; geC(E)};

qu’on étend aux fonctions continues générales via

Ty (f) =T (f+) =T (f-); T-(f) =T-(f+) = T-(f-).
Alors T et T_ sont des mesures de Radon positives, et T =T, —T_. On a

T pmce) = T mey + TN meey = T (1) + T-(1).

De plus, la décomposition T =Ty —T_ est minimale, au sens ot s1 T =T —Tp
avec Ty des mesures de Radon positives, alors Ty 2 T4 et To > T_.
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Proof. 1l faut montrer que T et T_ sont des formes linéaires. Par définition
TL(Nf) = ATy (f) si f > 0et A € Ry. Pour 'additivité, soient fi, fo = 0. On a

T (f1) + Ty (f2) =sup{T(g1 +g2), 0<gi < fi} <Ty(f1+ fo).

Réciproquement, soit € > 0 et g telle que 0 < g < f1+ fao et T (f1+ f2) < T(g) +e.
Alors comme g = min(g, f1)+ + (g — f1)+ et 0< (¢ — f1)+ < f2, on a

Ty (f1+ f2) < T(min(g, f1)+) +T((g — fi)+) +e < Ty (f1) + T4 (f2) +¢

et donc T est bien additive sur les fonctions positives. FEnsuite, si fi, fo > 0 et

f=h—-fo=f+—f-alors fi+f-=fo+ fiet
Ty (f1) + T (f-) =T (f2) + T (f+)
=T (f) =Tv(fi — f2) = To(f+) = T (f-) = T4 (f1) — T+(f2)

donc T’ est additive. De plus T (—f) = T+ (0— f) = =T+ (f), donc T est linéaire.
Bnsuite, Ty (|[f]| — £) < 0 donc Ty (f) < [IfIT+(1) < |IfIl|IT| donc T est
continue.
Sif>0,ona

(T =T)(f) =sup{T(9 - ;0 < g < [}
=sup{-T(h)0 < h < f}
—7.(j).

La méme identité vaut pour f générale via la décomposition f = f, — f_. On en
déduit que T_ ets aussi linéaire et continue. Ensuite, si ||f|| < 1 on a

T(f) = To(f) = T (f) + T_(f-) < Te (1) + (1)
et de plus
T (1) +T-(1) =sup{T(f — 9);0 < f,g < 1}

<sup{T'(h), |[h]] <1}
< |7

On a donc bien ||T|| = T4 (1) + T-(1).
Il nous reste & montrer que la décomposition est minimale. Si T = T — 15 avec
T1,T5 deux formes linéaires positives, alors T' < 71, et donc Vf > 0 on a

Ty (f) <sup{Ti(9),9 € C(E),0< g < f} = T1(f)
donc Ty < T, et nécessairement alors T_ < Tb. O

Théoréme 4.2.8. Si T ets une mesure de Radon sur l'espace métriqgue compact
(E,d) alors il existe u1, pe deux mesures boréliennes positives finies telles que

1) = [ i - [ sawe

De plus, il existe une unique telle représentation telle que ||T|| = u1(E) + p2(E).

On voit p; — po comme une mesure signée, et 1’égalité des normes est lorsqu’on
a pris la décomposition de la mesure signée comme une différence de deux mesures
positives étrangeres.
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4.2.2 Théoréme de Riesz, cas localement compact

Dans toute cette section, (E,d) sera un espace métrique localement compact et
o-compact

Dans le cadre non-compact, on doit distinguer trois espaces différents de fonc-
tions continues :

-L’espace C.(E) des fonctions continues a support compact.

-L’espace Cy(E) des fonctions continues bornées.

-L’espace Cy(F) des fonctions continues ayant une limite nulle & Uinfini, c’est a
dire

{f € C(E);Ve > 03K compact t.q. sup |f(x)| < e}.
E\K
Ce espace est 'adhérence de C.(F) pour la norme uniforme sur E.

La convegrence étroite des mesures de probabilités est en dualité avec Cy(FE),
mais ce n'est pas la méme que la convergence en dualité avec Co(E). En effet,
on vérifie aisément que la suite des masses de Dirac ¢, en les entiers naturels ne
converge pas étroitement, mais elle converge faible-* vers 0 lorsque vu comme un
élément de Cy(E)*.

Définition 4.2.9. Une suite de mesures finies (fn)nen converge vaguement vers
54

[t — [ gdn vt < Cup).

Comme la fonction constante égale & 1 n’est pas dans Cp(F), en général la
convergence vague n’implique pas la convergence de la masse totale (alors que c¢’était
le cas dans le cadre compact).

Exercice 4.2.1. Montrer que Co(E) est séparable.

Il s’avére que ce sont les formes linéaires continues sur Cy(E) qu’on peut toujours
représenter par des mesures finies :

Théoréme 4.2.10. Soit (E,d) un espace métrique localement compact et o-
compact, et T une forme linéaire continue positive sur Co(E). Il existe une mesure
positive sur E telle que

7(5) = [ fau Vs e CoE)

Et de plus ||T|| = p(E).

Pour un exemple de forme linéaire sur Cy(F) non-représentable par une mesure,
on peut considérer E = Ret T(f) = limy f sur les fonctions admettant une limite,
qu’on prolonge ensuite via le théoréme de Hahn-Banach. C’est une forme linéaire
non-nulle, mais nulle sur toutes les fonctions & support compact. Donc si une mesure
borélienne la représentait, elle serait nulle sur tous les compacts, donc nulle, ce qui
serait une contradiction.

Esquisse de preuve. Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts de E. Il existe
une suite (i, )nen de mesures finies telles que

T(f) = / Fdun VI € CUL): pn(Kn) < |IT]).
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On peut étendre ces mesures a E via p,(A) := un(AN Ky).

Comme les K, sont croissantes, par unicité de la mesure dans le cadre compact,
on vérifie que la restriction de py, 41 & K, est pu,. Donc pour tout borélien A la suite
tn(A) est croissante, bornée par ||T||, donc converge vers un réel positif noté p(A).
Il nous faut montrer que p est une mesure, puis que T'(f) = [ fduVf € Co(E).

Soit (Ay) une famille de boréliens deux & deux disjoints. Par monotonie, on a

p(UAR) = pin(UAR) =D pin(Ar) = pn(Ag).
k<N

En faisant tendre n vers l'infini, puis NV, on obtient

p(UAR) = p(Ag).
k

Pour l'inégalité inverse, on a

fin (UAR) = Zﬂn(Ak) < ZM(Ak)
!

et on fait tendre n vers l'infini pour conclure.
Enfin, pu représente T sur les fonctions continues & support compact car la suite
est exhaustive, et par densité on conclut aussi pour les éléments de Cy(FE). O

En utilisant le théoréme de Banach-Alaoglu, on obtient :

Corollaire 4.2.11. De toute suite de mesures de probabilités sur E on peut extraire
une sous-suite qui converge vaguement.

Attention, la limite dans ce corollaire n’est pas nécessairement une mesure de
probabilité.

On peut passer des formes linéaires positives aux formes linéaires générales avec
la méme décomposition que dans le cas compact :

Théoréme 4.2.12. Soit E un espace métrique localement compact o-compact, et
T une forme linéaire continue sur Co(E) (muni de la norme uniforme). Il existe
deux mesures boréliennes positives finies telles que

1) = [ fds = [ Fdos 1T) = i (B) + - ().

4.3 Théoréme de Prokhorov

Définition 4.3.1 (Tension). Un ensemble I' C P(E) est tendu si pour tout € > 0
il existe un compact K. C F tel que

sup u(E\K;) < e.
nel

Exercice 4.3.1. 1. Soit p une mesure de probabilité sur un espace polonais.
Montrer que pour tout k > 1, il existe un nombre fini N de boules de rayon
1/k dont l'union est de mesure supérieure 1 — 2 Fe.

2. En déduire que le singleton {u} est tendu.

49



3. Montrer qu’un ensemble fini de mesures de probabilité sur un espace polonais
est tendu.

Solution 4.3.1. 1. Comme E est polonais, on peut considérer une suite dénom-
brable dense (zp)nen+. Comme pour tout k > 1, on a U,B(z,,1/k) = E, ot
B est une boule fermée de centre et rayon donnés, on peut toujours trouver

Ny, tel que
€

1 (Unen, B(zn, 1/k)) 2 1 — ok

2. On considére A =Ny, (Un<n,B(zn,1/k)). On a

p(A%) < ((Unew, Blzn, 1/K))) < .
k

De plus, A est recouvrable par un nombre fini de boules de rayon arbitrairement
petit, donc A est précompact. Comme de plus A est fermé, cet ensemble est
compact. On a donc un ensemble compact de masse arbitrairement proche de
1, donc {u} est tendu.

3. Soit {p1, ..., un} un ensemble fini de mesures. Pour tout € > 0, il existe des
compacts K; tels que pu;(K;) > 1 —e. Alors U;K; est un compact, et tous les
i lui donnent une masse supérieure 4 1 —e. L’ensemble {u1, ..., pn} est donc
tendu.

Théoréme 4.3.2. Soit (E,d) un espace métrique localement compact et o-compact.
Une famille de mesures de probabilité est relativement compacte dans P(E) (pour
la convergence étroite) ssi elle est tendue.

Ce théoréme est aussi vrai dans le cadre des espaces polonais (mais la preuve
est différente, car on ne peut plus s’appuyer sur le théoréme de Riesz).

Proof. Démontrons que une famille tendue est relativement compacte. Soit T,, =
J fdpn ot (p1,) est une suite dans I'ensemble tendu. Quitte a extraire, on peut sup-
poser que T;, converge faible-* vers T' = [ fdpu, et donc que p,, converge vaguement
vers u. Par semi-continuité inférieure on a p(E) < 1.

Soit ¢ > 0 et K un compact tel que sup,, un(E\K) < e. Sans perdre de
généralité on peut aussi supposer que u(E\K) < e. Soit f € Cp(F) et g € C.(E)
telle que 1 < g < 1. Alors

‘ [ s~ [ fdu] < ' [ st~ | fgdu] 1 llo(n (BVE) + 1(BAK)).

Le premier terme tend vers 0 par convergence vague, car fg € C.(E). Le second
terme est controlé par || f||oo. On en déduit la convergence étroite. Et en prenant
f =1 on voit que u est bien une mesure de probabilité. O

Exemple 4.3.1. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires sur RY et tn la
suite des lois.

1. Sisup,, E[|X,|P] < co pour un p > 0 alors (uy) est tendue.

2. Siil existe une variable aléatoire positive Y telle que | X,,| <Y p.s., alors (un)
est tendue.
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4.4 Concentration-compacité

Théoréme 4.4.1 (Concentration-compacité sur P(R?)). Soit (i, )nen une suite de
mesures de probabilités. On peut en extraire une sous-suite (que par abus de langage
on notera encore (fin)nen) qui vérifie 'une des trois possibilités suivantes :

1. Evanescence : pour tout R > 0 on a lim, sup, u,(B(z, R)) = 0;

2. Concentration : Il existe une suite (xp)nen telle que pour tout € > 0 il existe
R >0 tel que pn(B(zn, R)) = 1 — € pour tout n.

3. Dichotomie : il existe A\ € (0,1) tel que pour tout € > 0 il existe R > 0, une
suite (Ry)nen qui tend vers +00 et une suite de points (zn)nen telles que pour
tout n

[ (B(2n, R)) = Al <& pn(B(xn, Rn)\B(n, R)) < e.

Définition 4.4.2. La fonction de concentration de Lévy d’une mesure positive p
sur R? est

Q(r) == sup p(B(z,r)).
reR4
La fonction de concentration étant une fonction croissante, on va pouvoir utiliser
le lemme suivant :

Proposition 4.4.3 (Lemme de Helly-Braye). Soit (f,) une suite de fonctions crois-
santes de R, a valeurs dans Uintervalle [0,1]. Alors il existe une sous-suite qui
converge simplement.

Preuve du lemme de Helly-Braye. Comme un produit dénombrable d’espaces
métriques séquentiellement compacts est séquentiellement compact, il existe une
sous suite convergeante en tous points de Q, que nous noterons f,. Notons f la
limite de cette sous-suite convergeante. On peut définir

f-(@) = sup{f(y),y € QN (=00, 2]}, fi () :=nf{f(y),y € QN [z, +0o0)}.

Par monotonie, I'ensemble D des points auxquels f_(x) < fi(z) est au plus dénom-
brable. Notons encore f(x) leurs valeurs communes sur R\ D.

Nous allons maintenant montrer que f,(z) — f(x) sur R\D. Soit z € R\D.
1l existe y < x et z > x rationnels tels que

fy) = fx) —e flz) < fla)+e

. Par convergence simple des suites (f,(y)) et (fn(2)), pour tout n suffisamment
grand on a alors

faly) 2 f(z) —2¢; f(2) < f(x) +2¢
. Par monotonie des f,, on a alors pour n suffisamment grand

f(w) —2e < fn(x) < f(x) — 2¢

et donc on a bien convergence simple sur R\ D.
Enfin, comme D est dénombrable, on peut extraire une sous-suite qui converge
aussi simplement sur D, ce qui conclut la preuve. O
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Preuve du Théoréme[{.4.1. On considére la suite @, des fonctions de concentra-
tion. Comme c’est une suite de fonctions croissantes a valeurs dans [0, 1], en appli-
quant le lemme de Helly-Bray quitte a extraire on peut supposer qu’elle converge
simplement vers une limite @, qui est une fonciton croissante a valeurs dans [0, 1].
Quitte a n’avoir la convergence que presque partout (ou plus précisément, sauf en
un nombre dénombrable de points), on peut supposer que @ est continue a gauche,
et alors Q(R) < liminf Q,(R,).

ler cas : @Q(o0) = 0. On vérifie alors aisément que la sous-suite est evanescente.

2eme cas : Q(o0o) = 1. Alors pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que & partir
d’un certain rang Q,(R) > 1 —e. Appliquer cet énoncé tel quel donne une suite
() qui dépend de R, donc il faut travailler un peu plus. Soit Ry et (xy,)ne, telles
que fin(B(zn, Ro)) = Qn(Ro) —n~! > 1/2 (pour n assez grand). Soit R > 0 tel
que Q(R) > 1—¢>1/2 et (y,) telle que pin(B(yn, R)) = Qn(R) —n~!. Comme

hminfﬂn(B(wm RO)) + ,U/n(B(ym R)) >1

pour n assez grand lintersection des deux boules est non vide, et B(y,,R) C
B(xp, 2R+ Ry). Alors lim inf p, (B(z,, 2R+ Ry)) > 1—¢, et on a donc concentration.
3eme cas : Q(oco) = A € (0,1). Alors pour tout € > 0 on peut trouver R > 0,
une suite (x,,) et une suite croissante (R,) telles que R, > R’ > R et pour n assez
grand
ltn(B(zn, R) — N < &;  pin(R\B(zn, Ry)) <1— X +e.

4.5 Introduction au transport optimal

Pour une introduction plus compléte au transport optimal, on pourra consulter
[, [14].

Définition 4.5.1 (Transport optimal). Soit cR? x R* — R, une fonction con-
tinue, et p,v € P(RY). Le probléeme de transport optimal avec coit c est

inf )/c(w,y)dﬂ

weC(u,v

ot C(pu,v) est l'ensemble des couplages de p, et v, c’est a dire 'ensemble des
mesures de probabilités sur R* x R® dont la premiére marginale est p et la deuziéme
marginale ets v.

On peut aussi voir C(u, ) comme ’ensemble des lois de variabls aléatoires de
la forme (X,Y) ou X a pour loi et Y a pour loi v.

Théoréme 4.5.2 (Existence du transport optimal). Supposons que c¢ est continue
minorée et que [ c(z,y)du(z)dv(y) < oo. Alors il existe un couplage optimal.

Lemme 4.5.3. Pour toutes mesures de probabilité ji et v sur R données, ’ensemble
des couplages de p et v est compact.

Proof. Commengons par montrer que ’ensemble des couplages est relativement
compact. Soit € > 0 et K et Ko des compacts tels que

n(Ky) <e/2 v(Kz) <e/2
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Alors pour tout couplage w on a
7((Ky x K2)°) < m(KS x RY) + w(RY x K§) = p(KS) + v(KS) < e.

Comme K7 x K5 est compact, on en déduit que ’ensemble des couplages est tendu,
et donc relativement compact par le Théoréme de Prokhorov.

Il nous reste & montrer que ’ensemble des couplages est fermé pour la conver-
gence étroite pour conclure la preuve. Soit m, une suite de couplages, qui converge
étoitement vers une mesure de probabilité 7 sur R¢ x R?. Pour toute fonction
continue bornée

[ t@dn(e.y) = tim [ f@)inae.g) =tim [ f@dne) = [ f@)duta).

Donc la premiére marginale de 7 est . Le méme raisonnement appliqué ala seconde
marginale montre qu’elle est égale a v, et donc m est aussi un couplage de p et v.
I’ensemble des couplages est donc bien fermé, et donc compact. ]

Preuve du Théoréme[4.5.4 Tout d’abord, comme la mesure produit est un cou-
plage, l'inf est fini.
Soit 7, une suite de couplages de u et v tels que

lim/c(x,y)dﬂn = Cinf)/c(a:,y)dﬂ

(v

Comme P’engemble des couplages est compact, quitte & extraire, on peut supposer
que m, converge étroitement vers un couplage mo,. Comme 7y est un couplage,
par définition on a

/c(x,y)dwoo > inf /c(m,y)dﬂ.

Clp,v)

De plus, pour tout R >0

/ (e A R)dmsg = lim / (c A R)dr,

<lim [ edm, = inf /cx, dm.
1 cnf (z,y)

Et donc, par limite monotone en R, on a

cdmse < inf /c x,y)dm..
/ C(p,v) (z-9)

Comme on avait déja I'inégalité inverse, on en déduit qu’il y a égalité, ce qui conclut
la preuve. O
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Chapter 5

Introduction aux distributions

La théorie des distributions a été développée par L. Schwartz dans les années 40 et

50 (avec des travaux antérieurs de Heaviside en physique, et de Hadamard, Leray,

Sobolev... au début du 20eme siécle), avec pour but de donner un sens aux dérivées

de fonctions non-lisses, ainsi que de mesures. Elle est basée sur deux principes :
-on peut considérer une fonction f via la forme linéaire associée

/fcpdm @ € C(RY);

-si on cherche une fonction g de la forme g = Oy f = 8’;} e 8’;;, aprés intégration
par parties cela revient a considérer les [ (—1)%l foypdz pour ¢ € C(RY).
En particulier, on peut chercher & résoudre une EDP de la forme

Z anf =g
nel

ou I est un ensemble fini de multi-indices, en cherchant une fonction f telle que

/Zn e I(-1)? fonpde = /gnpdx.

On parle de solution au sens des distributions. Plus généralement, f peut ne pas
étre une fonction, mais seulement un élément d’un espace de formes linéaires. On
pourrait également considérer d’autres espaces de fonctions que ¢°(R%).

Comme dans le chapitre précédent, il sera parfois utile de travailler aec une suite
exhaustive de compacts. Dans le cadre d’un ouvert Q de R%, un exemple simple est
Kj:={x € Qx| <jetdz,Q) <;j L. Onabien K; Cint(Kj41) et Q = UK;.

5.1 Intégration par parties

Définition 5.1.1 (Suite régularisante). Une suite régularisante sur R? est une
famille de fonctions (p:)eso définies par p-(x) := e %p1(x/e) ot py est une fonction
C* a support dans B(0,1) avec [ prdx = 1.

Si on veut un exemple précis de telle fonction, on peut utiliser py(z) :=
Cexp(1/(x? — 1)) si |z < 1, et O sinon.

Lemme 5.1.2. Si f € C.(RY), alors p-* f € C° et converge uniformément et dans
LP vers f.
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Lemme 5.1.3 (Partition de 'unité sur RY, version lisse). Soit K un compact de R?
et Ui, ..., Dy, un recouvrement de K par des ouverts. Il existe des fonctions ¢; € C2°
et a valeurs dans [0, 1], chacune nulle en dehors de Uj, et telles que Y @; =1 sur
un voisinage de K.

Pour pouvoir faire des intégrations par parties, il va nous falloir définir le terme
de bord. On ne considérera que le cas de domaines ouverts a bord lisse, au sens
suivant

Définition 5.1.4. Un ouvert Q de R? ets de classe C* si il existe ® € CK(RY,R)
telle que Q = {® < 0}, 00 = {P =0} et VO # 0 sur 0Q.
La normale extérieure de Q en x € 052 est alors

n(z) = L o@)

[V@(x)|

On construit ensuite la mesure de surface de 'ouvert €. Soit 2 € 9 et eg =
n(zg). On paramétrise alors x = (2, x4) avec a’ les coordonnées de la projection
de x sur I'hyperplan e (qu’on identifie & R¥1). Alors 94®(z0)V® (o) - n(z0) = 1,
et par théoréme des foncitons implicites il existe un ouvert U de R? contenant zo,
Q un ouvert de R?~! contenant z{ et € > 0 tels que z — (o', ®(x)) soit un C1-
diffeomorphisme de U sur Q x (—¢,¢). On note g la fonction telle que (2/,t) —
(', g(2',t)) soit 'inverse de ce difféomorphisme (donc définie sur @ x (—¢,¢)), et
go(z') = g(2’,0). On a alors

{@=t}nU={(/,9(a,t); 2’ €Q} Vte (—¢e); (5.1)
QNU ={(2,g9(2";t)); 2/ €Q, te(~¢0)}; (5.2)
o0NU = {(2/,90(2")); 2’ € Q}. (5.3)

Pour f € C.(U), on pose alors
[ #io = /Q £, g0(a)) /1 + [Vgo(@) P’

On généralise ensuite aux fonctions f € C.(R?) en considérant les ouverts U, asso-
ciés a chaque point de 92 puis en en extrayant un reocuvrement de supp(f)NoS2 par
un nombre fini d’ouverts Uy, ...Uy. On considére ensuite une partition de l'unité (6;)
subordonnée & ce recouvrement. La cosntruction précédente s’applique & chaque

0;f, et on pose
fdo = /Glfda.
” 2 [0

La mesure o ainsi définie est la mesure de surface de 0.

Avec cette construction, il n’est pas évident de voir que o ne dépend pas du choix
des ouverts U; et des fonctions g obtenues via le théoréme des fonctions implicites.
C’est toutefois le cas, grace au lemme suivant :

Lemme 5.1.5. Soit Q un ouvert de classe C, ® et o comme définies précédem-
ment, el f € C.(RY). On a alors

fdo = lim1/ Vo (2)|f(z)dx
90 500 Qs
ot Qs :={x € Q; P(x) > —0}.
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Proof. On peut supposer sans perdre de généralité que supp(f) C U ot U est un
ouvert tel que la paramétrisation soit vraie pour tout t € (—¢,¢). Pour tout
d<eona

QsnNU ={(2',t); 2'€Q, te(-60)}.

Comme le jacobien du changement de variable (z/,t) — (2/, g(2',t)) est drg(2/, 1),
on a par changement de variable

0
/ V(@) f(a)de = / / V!, g, )| f (s 9, 1)) Ong (e, £) da'dt.
Qs —6JQ

Mais comme ®(2/, g(2,t)) = t par construction, on a
04®(a', g(a',1)0hg(2',t) = 15 Vp@(a',g(a’,1)) = —04®(', g(', 1)) Varg(a',1).
Donc
IVe(2', g2, 1))|* = |02 (2", g(a', ) |* + |V @ (2, g, 1)) ?
= 0a® (2’ g(2', ) P(1 + [Varg(2',1) %)

_ 1+ [Vag(2', t)]?
B atg(x/7t)2

On en déduit alors que

0
L vew@)|fa)de = ;/_g/@f(x’,g(x’,t))\/l—l—|Vx/g(a:’,t)|2da:’dt

0 Jo,

et on passe a la limite en utilisant le théoréme de Fubini et le théoréme de conver-
gence dominée. O

Théoréme 5.1.6 (Formule de Stokes). Soit Q un ouvert de classe C' de RY el
Y € CLHRY,RY). On a

/ div(¢)dz = Y(x) - n(z)do(x).
Q o0

Proof. Tout d’abord, on rappelle que si ¢ est & support compact inclus dans €,
alors [, Oypdx = 0.

Soit ps une suite régularisante sur R, g5 la fonction continue paire égale a 1 sur
[0, 0], affine sur [d,1] et nulle au dela, et f5 := ps/2 * gs. On pose 1.5 = fs(e71®)
avec § et € petits. Comme 7 est constante égale & 1 sur un voisinage de ¢ = 0,
(n — 1)y est a support compact inclus dans €, et donc on a

/div(cp)dx:/div(n&gap)dx:/17875 div(go)dx—i—/ Ve - pd.
Q Q Q Q

Le premier terme tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 (uniformément en § € (0, dp])),
par application du théoréme de convergence dominée. Le second terme est égal a

1
[ pveeds,
€ JQ145)2)
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et come ® est réguliere, {® = ¢} Nsupp(p) est de mesure nulle pour e assez petit,
par convergence dominée lorsque 6 — 0 ce terme converge vers

1
- Vo - pdx.
g Q.

Une application du lemme donne

lim1 Vo - pdr = / Vo, pdo = /n(a:) ~p(x)do(x).
€ &glJa. o0

Corollaire 5.1.7 (Intégration par parties). Si f,g € C}(R%, R) on a

/Q forg = /Q oifg+ /a g

Si o € CHRLR) on a

/udiv(gp):—/Vu'go—l—/ up - ndo.
Q o0

Enfin, si f,g € C2(R R) alors

/Q Vu- Vo= — /Q (Au)v + /a (@u)udo

/Q (Au)w = /Q w(Av) + /6 (00,0 = ud0) do

Proof. La premiére inégalité se déduit de la formule de Stokes en prenant ¢ = uve;.

La deuxiéme s’obtient en utilisant div(uyp) = udiv(y) + Vu - ¢. La troisiéme
s’obtient en prenant ¢ = Vu et en utilisant que Au = div(Vu). La derniére se
déduit de la trosiéme en symmeétrisant les roles de u et v. O

5.2 Topologie limite inductive et espace D((2)

Si K ets un comapct, lespace Dk (2) des fonctions C*° & support dans K, muni
de la familel de semi-normes

pu(f) = max [Of(z)]

|k|<n,zeK

Est un espace de Fréchet. En revanche, si  est un ouvert, I'espace
D(Q) ={f € C=(Q), supp(f) CC O}

muni des semi-normes

pa(f) =  max [0 f(z)]

|k|<n,zeQ

est un pré-Fréchet, mais il n’est pas complet. Son complété pour ces semi-normes
est C§°(£2), Pensemble des fonctions dont toutes les dérivées tendent vers 0 au bord
de © (et a l'infini si Q n’est pas borné).

On va munir D(2) d’une autre topologie, plus fine, qui le rend complet. Cette
topologie ne sera pas métrisable, mais ce ne sera pas un probléme en pratique.

57



5.2.1 Généralités sur la topologie limite inductive pour des suites
d’espace de Fréchet

Définition 5.2.1. Soit E un EVTLC et (Ey, Tr)ken une suite croissante de sous-
espaces vectoriels, chacun muni d’une topologie d’EVTLC dont l'ensemble des ou-
verts est Ti, et telle que E = UEy. On suppose que chaque Ey est fermé dans
Ery1, et que la topologie induite par Tpy1 sur Ey est Ti. On associe & chaque T
une famille de semi-normes P = (pi)aEAk définissant la topologie. La topologie
limite inductive des (Ty) sur E, notée T est celle définie par la famille de semi-
normes
P :={p semi-norme sur E t.q. Yk p|g, est continues.}.

Autrement dit, p € P si et seulement si pour tout k € N il existe C > 0 et J C Ag
finie telles que
p < Csupp]g’; sur Ey.
acJ

Proposition 5.2.2. La topologie limite inductive est la topologie d’EVTLC la plus
fine rendant continue les injections canoniques de Ey dans F.

Proof. Soit T’ une topologie rendant continues les injections canoniques, et soit p
une semi-norme associée. Alors p|g, est continue, et donc p e P, dou 7' C 7. O

Proposition 5.2.3. Soit (E,T) limite inductive des (Ey,Ty) et F un EVTLC.
Une application linéaire f : E — F' est continue pour cette topologie ssi f|g, est
continue pour la topologie Ty, pour tout k € N.

Proof. Si f est continue alors sa restriction & Ej Dest aussi, par continuité de
I'injection canonique Ji. Réciproquement, si toutes les restructions sont continues,
étant donné ¢ une semi-norme sur F', g o f o J, est une semi-norme continue sur
Ey, et donc g o f est une semi-norme continue sur chaque Ej, donc un élément de
P, ce qui implique la continuité de f pour la topologie limite inductive. ]

Proposition 5.2.4. On se place dans le cadre de la Définition [5.2.1. On a les
propriétés sutvantes :

1. St U est un convexe symétrique non-vide de E, tel que U N E}, est un ouvert
de Ei pour tout k, alors U est un voisinage ouvert de 0 dans (E,T).

2. La topologie induite par (E,T) sur Ey est celle de Ej.
3. Si chaque (Ek, Ti) est séparé, alors (E,T) lest aussi.

4. Pour tout k € N, Ey, est fermé dans (E,T).

Lemme 5.2.5. Soit E un EVTLC et F un sous-espace vectoriel de E. Si U est
un ouvert convexe de F' pour la topologie induite par celle de E, il existe un ouvert
convere V de E tel que U =V NF.

Proof. Sans perdre de généralité, on suppose 0 € U. Par définition de la topologie
induite il existe un ouvert de E tel que U = O N F. Par convexité locale il existe
un ouvert convexe W tel que 0 € W C O. Soit

V.= UtE[O,l](tW + (]. — t)U) = UtE(O,l} (tW + (1 — t)U)
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On peut exclure t = 0 car si € U, il existe € assez petit tel que 2z € W
t (1+¢e)xr € U. V est un ouvert convexe contenant U, et donc U C V N F.
Réciproquement, pour tout ¢ € (0, 1]

tW+A-t)U)NF=tWNF+(1—-t)UNFCtONF+(1-t)yUnNFCU
et donc VN F C U, ce qui conclut la preuve. O

Proof of Proposition[5.2.4 1. Pour tout k, il existe une boule By, pour les semi-
normes Py, telle que By, C U N Ey. Alors jy|g, (la retsruction de la jauge
de U a Ej) est majorée par jpg,, et donc jy est une semi-norme de (E, 7).
Comme {jy < 1} C U, U est bien un voisinage de 0.

2. Soit U un ouvert de . Comme l'injection canonique J, est continue, UNE}, =
Ji H(U) est un ouvert, et donc T|g, C 7.

Réciproquement, soit Ux € T un voisinage de 0, qu’on peut supposer sans
perdre de généralité ouvert et symétrique. Nous allons montrer qu’il existe un
ouvert U de T tel que Uy, = U N Ey. Par application itérée du Lemme [5.2.5] il
existe une suite (Uyy;) telle que Uy soit un ouvert de Eyy; et Uy = Up4NE.
Soit U = UjUg4;. Comme les Uy sont croissants, U est un ouvert convexe,
et est un voisinage de 0 par la premiére partie. Et on a bien Uy = U N Ey.

3. Soit x € E\{0}. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 0 tel
que x ¢ U. 1l existe k tel que x € E} et Uy ouvert de Ej tel que = ¢ Uy, et
0 € Ug. Par application du point précédent il existe un ouvert U de E tel que
U = U N Ej, qui est un voisinage de 0 ne contenant pas x.

4. Soit = ¢ Ei et m tel que x € E,,. 1l existe un voisinage convexe symétrique

Up, de 0 tel que (x+Uy,)NEy = 0 ca Ej, est fermé dans F,,. Alors en prenant

U un ouvert de E tel que U,, = UN E,,, on a (x+U) N Ex =0, et donc Ej,
est fermé dans (E,T).

O

Proposition 5.2.6. On se place dans le cadre de la Définition|5.2.1. Soit (x,,) une
suite de E et x € E. Alors (xn)nen converge vers x dans (E,T) ssi il existe k tel
que T, € Ex pour tout n et (x,)nen converge vers x dans (Ey, Tr).

Proof. Le sens réciproque découle immeédiatement de la deuxiéme partie de la
Proposition . Pour le sens réciproque, soit (z,) une suite convergeant vers
x dans (E,T). Il nous suffit de montrer que il existe k tel que x,, € Ejy pour tout
n (et on peut alors conclure avec la Proposition .

Raisonnons par ’absurde, et supposons que ce n’est pas le cas. Il existe alors
deux suites ky et my, avec (ky) strictement croissante, telles que pour tout £ € N
on ait x,, € Eke+1\Eke- Comme Ej, est fermé dans F, par le théoréme de Hahn-
Banach il existe une forme linéaire continue 7 nulle sur Ey, et telle que Ty(z,,) # 0.

On définit alors
=St
>0 ITe( w’“’

Elle est bien définie car pour y fixé elle est finie, et ¢’ets une semi-norme sur chaque
Ej. Donc c’est une semi-norme sur E. Comme (x,) converge, (p(zn))nen est
bornée. Mais par construction p(z,,) > ¢, donc on a une contradiction.

O
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Proposition 5.2.7. Une limite inductive d’EVTLC séquentiellement séparables est
séquentiellement séparable.

Proof. Soit Dy un ensemble dénombrable dense de Ey, et D = UDy, qui est dénom-
brable. En utilisant la caractérisation précédente des suites convergentes, on voit
que D est séquentiellement dense. ]

Définition 5.2.8. Soit E un EVTLC dont la topologie est définie par une famille
de semi-normes P. On dit qu’une suite (Tp)nen de EN est de Cauchy si pour tout
p € P et tout € > 0 il existe N tel que p(xy — x¢) < € pour tout k, £ > N.

Un EVTLC est dit complet si toute suite de Cauchy converge.

Corollaire 5.2.9. Une limite inductive d’EVTLC complets est compléie.

Proof. Soit (x,)nen une suite de Cauchy. Etant donné une semi-norme p, comme
p(x,) est bornée, en reprenant le raisonnement dans la preuve de la Proposition
on voit que il existe k tel que x, € Ej pour tout k. Alors (z,)nen est une
suite de Cauchy dans Ej, donc convergente dans Ey, et donc dans (E,T). O

Exercice 5.2.1. En utilisant le théoréme de Baire, monitrer qu’une limite inductive
d’une suite strictement croissante d’espaces de Fréchet n’est pas métrisable.

Solution 5.2.1. Par stricte croissance, les Ey sont des fermés d’intérieur vide. Or
E = UEy, donc si la topologie était métrisable on aurait un espace métrique complet
qui est union de fermés d’intérieur vide, ce qui contredirait le théoréme de Baire.

En particulier, il existe des espaces complets qui ne vérifient pas la propriété de
Bajre.

Malgré le caractére non-métrisable, on a la caractérisation séquentielle des
formes linéaires continues :

Proposition 5.2.10. Soit (Ey,Ty) une suite croissante d’EVTLC métrisables, el
(E,T) leur limite inductive. Alors une forme linéaire T sur E est continue ssi elle
est séquentiellement continue.

Proof. Si T est une forme linéaire séquentiellement continue, comme les (Ey, Ty)
sont métrisables, la restriction de T' & Ej est continue pour tout k, et donc T est
continue sur (E,T). O

On peut alors adapter le théoréme de Banach-Steinhaus aux limites inductives
d’espaces de Fréchet :

Proposition 5.2.11. Soit (E,T) une limite inductive d’espaces de Fréchet FEj,
chacun muni d’une famille de semi-normes Py, et F un EVTLC pré-Fréchet dont
la topologie est définie par une famille Q@ de semi-normes. Soit (T;);cr une famille
d’applications linéaires continues de E dans F' telle que

YgeQ, Ve e E, sqpq(Ti(x)) < 00.

Alors pour tout q € Q et tout k il existe C > 0,J € N* et p1,...,p5 € Py telles que

Vi e I,Vx € Ey, q(Ti(z)) < Csuppj(z).
i<t
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5.2.2 Le cas des espaces D({2)

Définition 5.2.12. Soit Q un ouvert de R%. L’espace D(Q) est I’ensemble des
foncitons C*° & support compact dans 2, muni de la topologie limite inductive in-
duite par une suite C*°(Ky,) (munis de leur topologie d’espace de Fréchet) avec K,
une suite exhaustive de compacts de Q.

L’espace des formes linéaires continues sur D(Q) pour cette topologie, noté
D'(Q), est appelé espace des distributions sur ).

On vérifie aisément que cette topologie ne dépend pas du choix de la suite ex-
haustive de compacts. On munira systématiquement ’espace D(2) de cette topolo-
gie, sans plus de précision.

Comme application directe des théorémes généraux précédents, on a :

Proposition 5.2.13. L’espace D(QY) est un EVTLC séparable complet. FEn re-
vanche, il n’est pas métrisable.

5.3 Espaces de distributions

Définition 5.3.1. Une distribution T sur Q) est une forme linéaire sur D(S2), con-
tinue pour la topologie limite inductive.

Une suite (T,,) de distributions converge vers T € D'(Q) si Vo € D(Q) on a
Tu(p) — T(p)-

Proposition 5.3.2. On o équivalence entre
1. T est une distribution sur €;
2. Pour tout compact K C Q, la restriction de T' a Dg () est continue;
3. Pour tout compact K C ), il existe m € N et C' > 0 tels que
IT(f)] < Cpmi (f) = Csup{|0*f(2)]; k € N [k| <m,z € K}
pour tout f € D(Q) t.q. supp(f) C K.
4. T est séquentiellement continue sur D(Q);
5. T est séquentiellement continue en 0.

Lemme 5.3.3. SiT,, converge vers T dans D'(2) et p, converge vers ¢ dans D(Q2),
alors T(pn) — T(p).

Proof. On a

To(on) = T(p) = (Tnulen) — Tnlp)) + (Tnlp) — T(¥)).

Le second terme tend vers 0 par hypothése. Pour le deuxiéme, soit K CC £ un
compact tel que supp(p,) C K et supp(¢) C K. On a convergence uniforme sur
K de ¢, et de toutes ses dérivées. Par théoréme de Banach-Steinhaus, il existe C
et a tels que

T(f)]<C  sup [0 f(z)|
k|<a,zeK

pour toute fonction a support dans K et tout n € N, et donc la convergence de ¢,
vers ¢ dans D(2) permet de conclure. O
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5.3.1 Exemples

Pour des premiers exemples de distributions, il y a les mesures finies, mais aussi
les intégrales de dérivées contre des mesures. Par exemple, f — > f (@) (4) est une
distribution sur R.
Si f e L}, alors {f}(p) = [ fedz est une distribution d’ordre 0. Elle est nulle
ssi f =0 p.p-
La valeur principale de 1/z, notée VP(1/x) est la distribution sur R définie par
VP(1/z)(f) := lim Md;v

20 |gl>e T

Elle a pour support R, et est d’ordre 1.

5.3.2 Distributions & support compact

Définition 5.3.4. Deus distributions sont égales sur un ouvert U si pour toute
fonction de D(Q) a support dans U on a T1(f) = Ta(f). Deux distributions sont
égales au voisinage de x si elles sont égales sur un voisinage ouvert de x.

Lemme 5.3.5. Soient 11 et Ts deux distributions sur 2. Si elles sont égales au
voisinage de tout point de ), alors elles sont égales.

Proof. Soit ¢ € D(Q) et K le support de ¢. Il existe un nombre fini d’ouverts
Ui, ...Ug recouvrant K tels que 77 = 15 sur chacun des U;. Si on prend 6y, ...0;
une partition lisse de I'unité subordonnée a ce recouvrement, on a ¢ = > 0;p et
T1(0ip) = T2(0ip), donc Ti(p) = Ta(p). O

Définition 5.3.6 (Support d’une distribution). Soit T' € D'(Q). Le support de T
est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T ets nulle. On dit que T
est a support compact si son support est compact. On note E'(Q) l'ensemble des
distributions a support compact.

Définition 5.3.7 (Ordre d’une distribution). Soit T € D'(2). On dit que T est
d’ordre inférieur o m € N si et seulement si pour tout compact K il existe C > 0
telle que

IT(f)|| < Csup sup [9f(x)].

zeK |k|<m
On dit qu’une distribution est d’ordre m si elle est d’ordre inférieur a m mais

n’est pas d’ordre inférieur ¢ m — 1.

Une telle distribution se prolonge alors en un élément du dual de C*(2). En
particulier, les distributions d’ordre 0 & support dans un compact donné sont les
mesures de Radon sur ce compact.

Définition 5.3.8 (Produit D x D). Si T € D'(Q2) et ¢ € D(Q), alors YT : p —>
T (1) définit une distribution a support compact (dont le support est inclus dans
le support de 1)).

Proposition 5.3.9. Les distributions a support compact sont d’ordre fini.

On peut donc voir £'(2) comme "union des duaux des espaces CI*(2).
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Proof. Soit T € £'(Q) et ¢ € D(Q) qui vaut 1 sur un voisinage du support de 7.
Soit K’ = supp ), K un compact de Q et ¢ € D(Q2). On a

p=(1-1P)p+vp
et comme (1 — 1)y est & support dans le complémentaire du support de T', et que
supp(vp) C K’, on a pour des constantes « et Cg

T(p) =T ()
< Cror sup ||8%(10)]] oo

k<o

< Cir sup |15 |
k<o

et donc la distribution est d’ordre au plus a. O

Notez que méme si une fonction est nulle dans le support d’une distribution, la
valeur n’est pas forcément nulle. Par exemple, T(p) = ¢/(0) a pour support {0},
mais elle n’est pas nulle sur toutes les fonctions nulles en 0.

Proposition 5.3.10. Soit T une distribution sur Q d’ordre inférieur & m, et ¢
nulle sur le support de T', ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur a m. Alors
T(p) =0.

Proof. Soit K = K' NsuppT, ou K’ est un voisinage compact de supp . Soit
Y = 1k, % p(n:) ot p est C* a support dans B(0, 1) et d’intégrale 1, et K,, :=
{x e dz,K)<2/n}. Ona¢,(x) =1sid(z, K) < 1/n et pour tout o € N il
existe une constante C telle que

’8a¢7L’ < Cn‘od

pour tout n, avec C' une constante uniforme. Par définition du support de T on a
T(p) = T(np), et comme T est d’ordre m, il existe M > 0 telle que
T (Ynp)l < M sup sup [0%(¢nep) ().
|a| <z
Comem le support de v, est de diamétre d’ordre n~!, pour tout = € supp(nyp) on

a
188 p(2)| < Cla — a1 181 < Coplfl=m=1,

Par formule de Leibniz,

0*(tn) = > (g) 0Py, 0%

BLa

<O plal-Blylpl-m-1

Dot sup |0%(Ynp)| < Cnl®l="=1 En faisant tendre n vers I'infini, on obtient que
T(p) = 0. ]

Proposition 5.3.11. Soit T € D'(Q). Si ¢ et toutes ses dérivées sont nulles sur
le support de T, alors T(p) = 0.

Proof. Soit K, une suite exhaustive de compacts, et 1, une suite de foncitons lisses
a support compact, valant 1 sur K,. ¢,T est une distribution & support compact,
donc d’ordre fini. En appliquant la proposition précédente, on a donc ¥,T(¢) = 0
car et toutes ses dérivées sont nulles sur le support de cette distribution. Mais
comme pour n assez grand 1, = ¢, on en déduit que T'(¢) = 0. O
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5.4 Opérations sur les distributions

5.4.1 Dérivation
Définition 5.4.1. Soit T € D'(Q) et a € N%. La dérivée d’ordre o de T est

0°T(p) := (=) T (7).

Cette définition est en accord avec la formule d’intégration par parties. En
particulier, on peut définir les dérivées d’une fonction f € L] . comme les dérivées
de la distribution {f}. Mais cette définition ne donne pas une dérivée au sens
classique, et ’objet ainsi défini peut ne pas étre représentable par une fonction.

Proposition 5.4.2. Si T,, converge vers T dans D'(Q), alors 0*T,, converge vers
0°T dans D'(Q2).

Exemples :
La dérivée de la mesure de Dirac est 0%0,(¢) = (—1)*0%p(a).
On a zd) = —do

La dérivée de la fonciton de Heaviside H(z) = 1,50 sur R est dp.
La distribution V P(1/x) est la dérivée de la fonction x — log |z| (vu en TD).
Comme conséquence de la formule de Stoke,s la dérivée de 1, (vu comme élé-
ment de D' (R%) est
8]-(]19) = —nja

oll ¢ est la mesure de bord de 2, vu comme distribution & support dans 9€) et n la
normale sortante.

Pour étudier les liens entre dérivation, convolution et distributions, on
s’appuiera sur els deux résultats suivants, qu’on admettra :

Proposition 5.4.3 (Dérivation et distributions). Soit K un comapct inclus dans
Q. Soit T € D'(Q) et f e C®(QxRP) telle que Yy € RP la fonciton f(-,y) soit &
support dans K. Alors la fonction

Foy—T(f(y))
est de classe C*° sur RP, et de plus Va,yg on a
9y F(yo) = T(0y (-, 90))-

Proposition 5.4.4 (Intégration et distributions). Soit T' € D'(Q) et f € D(QxRP).

Alors
/(f( ))dy =T </f dy>

Comme corollaire de la Proposition on a la formule de Leibniz pour le
produit d’une distribution et d’une fonction lisse:

Corollaire 5.4.5. Soit T € D'(Q) et f € D(Q). On a

(T =Y (g) 828 foPT

B<a
ou (5) =TI7 ()
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5.4.2 Convolution

Définition 5.4.6 (Produit de convolution D’ x D). Si T est une distribution et
© € D(RY), leur convolution est la fonction

T+ p(x) :=T(p(x - ).

On vérifie immédiatement que cette définition est compatible avec la convolution
usuelle.

Proposition 5.4.7. Pour tout T € D'(2) et ¢ € D(Q), T x p est C™ et
ONT xp) = (0°T)xp =T % (0%).
En particulier, si T est a support compact, alors T x p € D(Rd).
Proof. Tout d’abord
(0°T) * p(x) = (9T)(p(x —))
= (=D)*T(0%(p(x = )))
= T((0¢)(x )
=T (0%).

Ensuite, soit a € R?, et montrons que T * ¢ est lisse sur B(a, 1). Soit g € D(RY)
telle que g = 1 sur B(a,1). Alors

(z,y) — g(x)p(z —y)

est dans D(R?) et & support dans supp(g) x (supp(g) —supp(¢)). Par la Proposition
[.4.3] on a le caractére C™° de

F:x— T(g(z)p(x —))

et la formule
T (g(x)p(x —-)) =T (0%(g(x)p(z —))) .

Comme F coincide avec T * ¢ sur B(a, 1), on conclut. O

Corollaire 5.4.8. Si p. est une suite réqularisante, alors T *x ps converge vers T
dans D'(Q).

Proof. Pour tout ¢, g € D(R?), en notant ¢(z) = ¢(—x), on a comme conséquence

de la Proposition
[ @ o@gtads=T(p 9
ol le terme de droite utilise la convolution usuelle des fonctions. A TERMINER O

En particulier, I’ensemble des fonctions C'*° est dense dans I’ensemble des dis-
tributions.

Définition 5.4.9 (Produit de convolution D' x £). Si T est une distribution et S
une distribution a support compact, leur convolution est la distribution T % S telle

que pour tout ¢ € D on a
T S(p) :==T(S * )

ot S est la distribution définie par S(1) = S(¥), ¥(z) = (—x).
Théoréme 5.4.10. Soit T € D'(R?) et S € £'(RY). Alors pour tout o € N on a
0T *8)=(0°T)* S =T % (0°5).
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5.4.3 Preuve de la Proposition |5.4.7
5.4.4 Distributions tempérées

Définition 5.4.11 (Espace de Schwartz). L’espace de Schwartz, noté S(R?), est
Uensemble des fonctions C° telles que pour tout k,£ € N on ait

sup sup(z)/[0° f(2)| < oo

lol<k =
avec () = (1 + |z[>)1/2.

Cet espace est stable par dérivation, et multiplication avec un polynome. 11
contient D(R?), mais aussi les fonctions de la forme P(z)exp(—alz|?) avec P un
polynome.

L’espace de Schwartz est naturellement muni de la topologie induite par les
semi-normes

) = 3 sup(a)!]0° f ().

laj<k ©
Pour ces semi-normes, S(R?) est un espace de Fréchet.
Proposition 5.4.12. D(R?) est dense dans S(RY).

Proposition 5.4.13. Si T € &'(R?) et ¢ € S(R?), alors T ¢ est bien définie, et
appartient ¢ S(RY).

Définition 5.4.14. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur
S(RY) (muni de la structure d’espace de Fréchet décrite plus haut), c’est a dire une
forme linéaire telle que il eviste k, £ € N et C > 0 telles que

IT()| < Cprelp) Vo € S(RY),
L’espace des distributions tempérées est noté S’(Rd).

Exemple 5.4.1. Si f est dans LP (pour 1 < p < o0), ou si elle est continue a
croissance polynomiale, alors {f} est une distribution tempérée. Mais ce n’est pas
le cas pour x — e sur R.

Si (ay) est a croissance polynomiale, alors > ady est une distribution tempérée.

Proposition 5.4.15. Si S € S'(RY) et p € S(RY) alors S+ p(z) := S(p(x —-)) est
bien définie, et appartient & C°(R?) N S'(RY).

5.5 Solutions fondamentales d’opérateurs différentiels

A un opérateur différentiel de la forme Z| al<n a,0%, on peut associer le polynome
> aq X, qu'on appelle symbole de 'opérateur différentiel. Dorénavent on notera
P(0) Vopérateur différentiel ainsi associé au polynéome.

Comme exemples a garder en téte, on a le Laplacien A, qui correspond a P(z) =
Zx?, mais aussi I'opérateur de la chaleur 0; — A. On peut aussi considérer des
coefficients qui sont des fonctions de z pour définir de sopérateurs différentiels
comme l'opérateur de transport, mais on ne considérera pas ce cas ici.
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Pour résoudre une EDP de la forme P(0)f = g, on peut chercher ce qu’on
appelle une solution au sens des distributions (ou au sens faible), c’est & dire une
distribution T telle que

ZaaaaT(gp) = /gapdac Vo € D(RY).
Définition 5.5.1. Une solution fondamentale de P(0) est une distribution T telle
que P(0)T = dp.

Ces solutions peuvent ne pas étre uniques. Par exemple, si ag = 0 on peut
ajouter une constante.

Théoréme 5.5.2. Soit P un polynome et T une solution fondamentale de P(0).
Si S € E'(RY) alors T * S est une solution au sens des distributions de P(0f) = S.

Cette solution peut ne pas étre I'unique solution de 'EDP.
Proof. O

Comme exemples de solutions fondamentales, E(x) = |z|/2 est une solution
fondamentale de f” = &g sur R, z — %log |z| est une solution fondamentale
du Laplacien sur R?, et z — ¢, '|z[>~¢ avec ¢y = (d — 2)|S?™!| est une solution

fondamentale du Laplacien sur R? lorsque d > 3.
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Chapter 6

Transformation de Fourier

6.1 Transformation de Fourier sur L!

Définition 6.1.1. Soit f € L'(RY), a valeurs réelles ou compleses. Sa transformée
de Fourier, notée f (ou F(f)) est la fonction 4 valeurs complezes définie par

fo) = [ e (@e

Cette notion a déja été vue dans le cours d’Intégration et Probabilités, sous le
nom de fonction caractéristique. Dans la litérature, il y a des différences de choix
de conventions (exp(2imz - y) au lieu de exp(iz - y), ou normaliser par (27)~%?2),
qui ménent & des différences cosmétiques dans les énoncés de certains théorémes.

Lemme 6.1.2. Si f € L' alors f € Co(R?) et || f]|oo < || f]]1-

Proof. La deuxiéme partie est immédiate. Pour la premiére, connue sous le nom de
lemme de Riemann-Lebesgue, on commence par le cas o f est I'indicatrice d'un
pavé (calcul direct), et on étend ensuite au cas général par approximation dans L?,
en commencant par f € C,(R%). O

Lemme 6.1.3. Soit f,g € L'. Alors m = fg.

Proof. On a
f/@(y) = /eiy'z / f(x)g(z — x)dxdz
/eiy'mf(x) /eiy'(zw)g(z — x)dzdx
= [(1)3y),
oll on a utilisé un changement de variable et le théoréme de Fubini. O

Proposition 6.1.4. Soit f € L', k€ N eta € R Ona :

1. si (x)*f € L' alors f € C* et pour tout |a| < k on a F(z*f)(y) =
(10y)*(F () ()

2. si f € CF et 0°f € L' pour tout |a| < k alors F(0Lf)(y) = (iy)*F(f)(y).

3. i A €R* alors f(A) = |A~2F(A1)
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4. Sitaf(x) = fz+a), alors Tof(y) = eV f(y).
5. F(e™ )(y) = 1aF (f)(y)-

Les deux premiéres parties disent que la transformation de Fourier échange
régularité et décroissance polynomiale & 'infini.

Exemple 6.1.1. 1. La transformée de Fourier de x — 1[—a,a|(z) est y —
2sin(ay)/y. A noter que ce n'est pas une fonction L'.

2. 51 A est une matrice symétrique définie positive, la transformée de Fourier de

z — exp(— (A~ x, x)/2) est (2m)%?\/det(A) exp(—(Ay,y)/2).

Proof. En diagonalisant A et en faisant le changement de variable associé, on se
raméne au cas d = 1. Soit A > 0 et fi(z) = exp(—Az?/2). Alors f{ = —Azf,

donc zyf,\(y) = —z)\fg\(y) On résoud alors I'équation différentielle, en utilisant
£(0) = v2m, pour conclure. O

Théoréme 6.1.5 (Formule d’inversion de Fourier). Soit f € L' telle que felL
Alors pour presque tout x € R% on a

1 —izy £
f(x) = (27T)d/e f(y)dy.

Dans la suite, on notera F(f)(z) = [ e f(y)dy.

Proof. 1l serait naturel d’écrire la formule comme une intégrale double, mais on ne
peut pas appliquer le théoréme de Fubini sous ces hypothéses. On étudie & la place

I.(z) := (27T)_d/ ei(m_z)'ye_ely‘Q/Qf(z)dydz
R2d

pour laquelle le théoréme de Fubini s’applique, et on fera ensuite tendre e vers 0.
Si on commence par intégrer en z, on a

L) = [ e by

et par théoréme de convergence dominée on a

lin () = (2m)~* [ e f(y)dy.

Si on intégre d’abord apr rapport & y, cela revient au calcul de la transformée
de Fourier d’une gaussienne, qu’on a déja vu. On a alors

@) = G [ S esp(—le 2 /20)ds

et on reconnait la convolution avec un noyau Gaussien de variance €. On a bien
I.(x) — f(x), ce qui conclut la preuve. O
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On peut alors utiliser la transformation de Fourier pour résoudre des EDP. Ce
qui suit est formel, mais peut étre adapté a des situations concrétes. Si on considére
I’équation

PO)f=y
avec P un polynéme et g € L', en prenant la transformeée de Fourier on tome sur
I’équation
P(iy)f(y) = 4(y).
On peut chercher a résoudre I’équation en prenant la transformée de Fourier inverse

o)
de 5y

Dans le cas de ’équation de Poisson Af = g, on voit que cela revient a calculer
la transformer de Fourier inverse de —1/]y|?, puis & convoler avec g. En dimension
3 (pour simplifier), on a (en passant en coordonnées sphériques)

_ 1 1 e @y
* () @ =~ | G
7)Y = e | e
—z|z\rcos
= 27r/ / sm(@)'r dodr
= / / —ilelru g, dp
— wrle| _ —ir|z|
27r/0 s (e e )dr

= 47['/00 Mdr
0 7|zl

ol on a utilis¢ l'intégrale de Dirichlet [ (sin(v)/v)dv = /2. A la constant (2m) 3
(de la formule d’inversion de Fourier en dimension 3), on retrouve la solution fon-
damentale du Laplacien.

Pour I'équation de la chaleur

&f—%Asz

si on prend la transformée de Fourier uniquement en espace, en notant f; = f(,-)
on a I’équation

) lyl? ;
Oefey) + =5 fey)

et donc fi(y) = fo(y) exp(—t|y|?/2). Comme exp(—t|y|?/2) ets la transformée de
Fourier de (27t)~%2 exp(—|y|?/(2t)) et que la transformée de Fourier échange con-
volution et produit, on trouve la formule

.2) = G [ F(0.0) exp(cle =yl 20)dy

Dans le cadre L', 'espace d’arrivée est peu clair, et on a du mal & identifier les
fonctions sur lesquelles on peut faire 'inversion. Il est donc naturel de chercher un
cadre dans lequel la transformée de Fourier est bijective.
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6.2 Transformation de Fourier sur ’espace de Schwartz
et les distributions tempérées

Théoréme 6.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(R?) sur
lui-méme, d’inverse (2m)"4F.

Proof. La formule
(iy)*(i0,)° f(y) = / VYR (2P f) (x)da

permet de voir que I'image d’une fonction de S(RY) par la transofrmée de Fourier
appatient a S(R?).

En particulier, comme f est & décroissance rapide et continue, elle appartient
aussi & L', et on peut appliquer le théoréme d’inversion pour conclure. O

Théoréme 6.2.2 (Formule de Parseval). Soit f1, fo € S(R?). Alors

/ﬁ@ﬁ@@z/ﬁ@h@@;

/ AW ) dy = @0 [ ) fay)dy.

Proof. En appliquant le théorme de Fubini, on a
o (y)dy = —y dzd
[ hiw ity / [ R @ R@)dedy
— [ [ n@ )iy
zJy
- [ fi@nis.

Pour la deuxiéme assertion, posons g = (277)_df2, de sorte que § = f» en
appliquant la formule d’inversion. En appliquant la premiére partie, on a

O

Définition 6.2.3 (Transformée de Fourier dans 8’). Soit S € S’ une distribution
tempérée. Sa transformée de Fourier, notée S ou FS, est définie par dualité comme

N

S(p) = 5(¢) Yy e S'(RY).

Cette définition coincide avec la définition dans L' pour les fonctions appro-
priées. En effet, on vérifie aisément que {f} = F{f}.
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Théoréme 6.2.4. La transformée de Fourier est un isomorphisme de S'(R?) dans
lui-méme, et son inverse est (2m) 9F.

Proof. C’est une conséquence de la formule d’inversion et de la définition par dualité
(2m) FFS(p) = (2m)S(FFp) = S(v)
et de méme (27) "4 FFS = S. O

Exemple 6.2.1. La transformée de Fourier de la masse de Dirac vérifie Fog = 1.
Cette formule est compatible avec la convolution.

La transformée de Fourier de ® (avec o € N%) est (2m)%il*l925,.

Dans les deux cas, ¢a ne découle pas de la définition intégrale de la transforma-
tion de Fourier, car on n’est pas dans un cadre L.

Proposition 6.2.5. Si S, converge vers S dans S’ alors FS,, converge vers FS
dans S'.

Proof. Pour tout ¢ € S on a
FSn(p) = Sn(Fep) — S(Fp) = FS(p).

O

Proposition 6.2.6 (Opérations et transformation de Fourier sur les distributions tempérées).

F(OkS) = iypFS;
2. F(xpS) =0k FS;
3. Si 1, est la translation de vecteur a € R, alors F(So7,) = Y FS;
4. F(e4®S) = (FS) o 7,.

Proposition 6.2.7. Toute distribution tempérée harmonique (c’est a dire solution
de AS = 0) est une fonction polynomiale. En particulier, toute distribution har-
monique bornée est constante.

Proof. Il a é¢ vu en TD que toute distribution dont le support est {0} est une
combinaison linéaire finie de Jg et de ses dérivées.

Si AS = 0, alors en rpenant la transformée de Fourier on a —|y|2FS = 0, donc
FS est une distribution dont le support est {0}. Donc elle est de la forme

FS = Z aa0%3p.

Comme F(9,00) = (iy)®, par inversion de Fourier on a

1 o
S = WZaa(—zy) .
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6.3 Transformation de Fourier dans L2

Théoréme 6.3.1 (Formule de Plancherel). Soit f € LQ(Rd). Alors sa transformée
de Fourier est bien définie dans L?, et ||f]|2 = (2m)~%2||f||2.

Elle vérifie également la formule de Plancherel, et la formule d’inversion de
Fourier.

Proof. D’aprés la formule de Parseval, la transformée de Fourier vérifie ces pro-
priétés pour f € S(R?). Comme cet espace est dense dans L2, pour la norme L2,
on peut étendre la formule de Parseval & L? par approximation de f € L? par
une suite (f,) de SV, en utilisant la propriété de Cauchy dans L? pour justifier la
convergence de F fp,. U

Exemple 6.3.1. Comme la transformée de Fourier de 1_, , est 2sin(ay)/y, on a

J () e

Proposition 6.3.2 (Principe d’incertitude). Soit f € L? telle que xf et Vf € L2
Alors Vxo,yo € R on a

(VS

1z = @0) fllal|(y — yo) fll2 = 5 (2m) 7|1 £113.

Proof. Sans perdre de généralité, on suppose xg = yo = 0. Alors

/f o - V f(x)d /x V(f*)dx = — /dex

Dot [|f[[5 < 2d7 [z f]l2][V f]|2. Or
IVFIE =D loifll3 = m)~aifllz = 2m)~ly/Il3,
ce qui conclut la preuve. ]

Théoréme 6.3.3 (Hausdorff-Young). Soit p € [1,2], et ¢ son exposant dual. La
transformée de Fourier est un opérateur continu de LP dans L4, et de plus

[[F g < (2m) =1,

Proof. On a
1 Fl[100 < 15 [[Flo2 = (2m) 742,

Par application du théoréme de Riesz-Thorin, on en déduit que pour p € [1,2] et

q=(p—1)/pona .
|| F[p—sq < (27) Y1,

O]

Cette borne sur la norme opérateur n’est pas la borne optimale (mais le calcul
exact de la norme suit un argument trés différent [T, 2]).
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6.4 Formule sommatoire de Poisson

Théoréme 6.4.1 (Formule sommatoire de Poisson). La distribution
T=> 6
kEZ
appartient o S'(R), et sa transformée de Fourier est
FT =27 bokr.
keZ

Lemme 6.4.2. Soit a € R et S un distribution sur R telle que (x —a)S = 0. Alors
S est de la forme Cé, avec C € R.

Proof. Exercice, en utilisant le fait (vu en TD) que toute distribution dont le sup-
port est {a} est une combinaison linéaire finie de J, et de ses dérivées. O

Preuve de la formule sommatoire de Poisson. Si on note 71 l'opérateur de transla-
tion par 1, on a T'=T o 71y, et donc

FT(€) = F(T om)(€) = € FT(€)

et donc FT est & support dans 27Z. Soit g € D(R) telle que supp(g) C (—n/4,7/4)
et g=1sur (—7/8,7/8). On a

FT = g(-— 2km)FT.

kezZ
Or it _
0= (e —1)g(€ — 2km)FT = (€ — 2k:7r)§ 57 9(& = 2km) FT.
En appliquant le Lemme[6.4.2] on en déduit que il existe une constante C, telle que
et — 1
= 21@%9(5 = 2km)FT = Crdokr-

En considérant le comportement de cette identité lorsque £ tend vers 2k7, puis en
sommant sur k, on obtient

FT = —iChbopr.
k

De plus, comme e*™T =T, on a FT o oy = FT, et donc Cj, ne dépend pas de k.
Notons ¢ = —iC, qu’il nous reste a calculer. On a pour tout f € S(R) et y € R

Y f@km+y) = FT(f(-+y) = T(Ff(-+y) =Y e™Ff(k)
k
En intégrant sur [0, 27], on obtient

27 "
c = ey
/R iy =3 /0 Ff(k)e*vdy

—271']:f 0)

—2n [ fl)dy

oll on a utilisé le théoreme de convergence dominée pour échanger série et intégrale.
On en déduit donc que ¢ = 27, ce qui conclut la preuve. O
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Corollaire 6.4.3. Soit f € S(R) et a > 0. On a pour tout t € R
> f(t+ na) Zf ol [a)e 2t/
nez ZGZ

Proof. Pour t fixé, remplacer f par f(- —t) revient a faire une translation, ce qui
devient la multiplication par e~ sur la transformée de Fourier. On peut donc
supposer sans perdre de généralité que ¢ = 0. De plus, remplacer f par f(a-)
revient a remplacer f par a=!f (-/a), donc on peut supposer a = 1 sans perdre de
généralité.

La formule de Poisson indique que

> fn)=T(f))=T(f) =27 f(2¢r)

. Si on remplace f par f, la formule d’inversion de Fourier donne bien

S s =3 feem).
Z Z

O

Théoréme 6.4.4 (Théoreme de Shannon-Nyquist). Soit f € L*(R) N C(R) telle
que supp(f) C [-W, W] avec W > 0. Alors YVt € R on a

km km
= f <> sinc (t — )
kezz W v W
ot sincy () = sin(Wz)/.

Proof. On fait la preuve pour g € S(R), pour simplifier en ne devant pas faire trop
d’efforts pour démontrer les convergences des sommes. On prend aussi W = 1/2
pour simplifier les notations.

Comme supp(f) C [~1/2,1/2], en utilisant le corollaire de la formule de Poisson
on a

fly ) =11/2,1/29(Y Zf y+k)
= 1i_1/2,1/29/(y Zf (2nm)e 2Ty

=271 [_1/2,1/9 (1) Z f(=2nm)e2mm

= 27TIL[71/2,1/2] (t) Z f(zmr)emmy

Par formule d’inversion,

/ Fly)e ¥y

/2 ,
_zyd
=5 1/2f( y)e 'dy
/2
o Zf 27171' / iy(QnTrft)dy
1/2

= Z f(2nm) siney /o (t — 2n7).
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O

A noter que si on échantillone plus souvent, on peut remplacer l'indicatrice
utilisée dans la preuve par une fonction ¢ lisse. Les poids dans la formule
d’échnatillonage sont alors donnés par la transformée de Fourier de ¢, et sont donc
& décroissance rapide.

Pour conclure, il faut mentionner que la transformée de Fourier peut étre définie
dans le cadre des foncitons sur un groupe localement compact. En particulier, la
transformée de Fourier sur les groupes abéliens finis a de nombreuses applications
en arithmétique, en cryptographie et en théorie de 'information.
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Chapter 7

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces de fonctions intégrables, dont les dérivées
vérifient aussi des propriétés d’intégrabilité.

7.1 Espaces de Sobolev en dimension 1

On commence par le cas de la dimension 1. Il est particulier, car la formule u(x) —
u(y) = [Yu/(t)dt fait sens lorsque ' est intégrable, alors que son analogue en
dimension supérieure pas forcément (les segments sont de mesure nulle dans R?
lorsque d > 2).

Dans cette section, I sera un intervalle ouvert de R. En général (mais pas
toujours), I pourra étre non-borné.

Définition 7.1.1. Soit p € [1,400] et I un intervalle ouvert de R. L’espace de
Sobolev WHP(I) est
WP(I) = {u € LP(I);3g € LP(I) t.q. /ugp’ = —/gg@ Vo € CCI(I)}
I

On peut remplacer C}(I) par D(I) par densité. C'est ’ensemble des fonctions
dont la dérivée au sens des distributions peut étre représentée par une fonction de
LP. Cette fonction est unique dans LP, et on pose u' = g.

On munit 'espace WP de la norme

ullwre(ry == lullzecry + |10 o)

Lorsque p = 2, on note WP = H' et on le munit du produit scalaire

(u,v) g1 1= /uv+u'v’.
I

Lemme 7.1.2. Soit (up)nen une suite de WYP(I). Si (uy) converge vers u dans

LP et (ul,) converge vers v dans LP, alors u € WP ' = v, et (uy) converge vers

u dans WhP,

Proof. Soit w € D(I). Comme w’ € L9, on a

/unw’ — /uw’.
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Or

/uw—>/vwet/uw— /unw’.

Donc [uw’ = — [vw pour tout w € D(I). On a donc u € WP et v = o par
définition, et la convergence suit. O
Théoréme 7.1.3. Pour tout p € [1,+oc], (WYP(I),|| - ||w1») est un espace de

Banach. Il est réflexif si 1 < p < 0o. Il est séparable si 1 < p < co. L’espace H'(I)
est un espace de Hilbert séparable.

Proof. Exercice. 0
Lemme 7.1.4. Siu € WP et p € CL(I) alors up € WIP(I) et (up) = u'p+uyp'.
Proof. Soit g € C(I). On a

/wg’ = /U[(W)’—gw’]
=— / u' (g9 + g¢') = - / (up' +u'p)g.
O

Comme d = 1, on va pouvoir directement identifier les fonctions WP avec les
primitives d’éléments de LP.

Théoréme 7.1.5. Soit u € WIP(I). Alors elle admet un représenant dans C(I),
qu’on notera encore u, et qui vérifie

u(y) —u(x) = /y o' (t)dt.

Si I est borné, ce représentant se prolonge par continuité a I.

On verra plus tard que méme si I est non borné, ce représentant s’étend par
continuité, car il a une limite nulle & I'infini.

Dans la suite de cette section, on supposera sans perdre de généralité que on
travaille avec ce représentant continu.

Proof. Soit wg € I et v(x) := [, u/(t)dt, qui est bien définie. Soit ¢ € CHI) et
[a,b] C I tel que supp(y) C |a, b] Alors, en utilisant le théoréme de Fubini,

Joo [
_ / (/O u’(t)dt> o ()dz + /:) ( O u’(t)dt> ¢/ (w)dz

- ([ ([
- /I Wi = / ug.

Donc u et v représentent la méme forme linéaire en ¢’. Donc {u — v}’ = 0 au sens
des distributions, d’oit © — v est une constante. On pourra montrer en exercice
le lemme général que si T est une distribution sur I avec 0,7 = 0, alors T est
représentée par une fonction constante. [
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Proposition 7.1.6 (Continuité). Soit u € WP, et soit q telle que p~ +¢~ ' = 1.
Sip>1, alors

Yy
u(z) —u(y)| < / /| < ol llpl — ]/
x

i.e. u est (1 —p~1)-Holder continue.

Sip =1 alors |u(z) — u(y)| < w(lz —y|) ot w(t) = supg [yu'- Donc
u est uniformément continue, mais son module de continuité n’est pas controlé
uniquement par ||ully1e.

En particulier, lorsque p > 1, on va pouvoir utiliser le théoréme d’Arzela-Ascoli.

Proof. C’est une conséquence immédiate de la formule pour le représentant continu,
et de l'inégalité de Holder lorsque p > 1. O

Proposition 7.1.7. Soit u € LP avec p > 1 (possiblement p = o0), et q 'exposant
dual (p~* +q~ ' =1). Alors on a équivalence entre

1. uwe Wwhe;
2. il existe C > 0 telle que | [, ug'| < Cllp||La pour tout ¢ € CL(I).

3. Il existe C' > 0 telle que pour tout w CC I et h € R avec |h| < d(w,R\I) on
ait

|Thu — ul| () < Clh].

Dans les deux derniers cas, on peut prendre C' = ||||»(). On rappelle que 7,
est Popérateur de translation, tel que [ mup = [up(- — h).

Sip=1, on a toujours 1 = 2 et 2 < 3, mais on n’a pas 2 = 1. Un contre-
exemple est u = lLz>0 sur | — 1,1[. Si I est borné, les fonctions qui vérifient 2
(ou 3) sont appelées fonctions a variations bornées, et sont les différences de deux
fonctions croissantes bornées.

Proof. On a 1 = 2 par définition, et 2 = 1 car le dual de L? est L (ce qui est faux
sip=1).

Démontrons 1 = 3. On peut travailler avec le représentant continu. On a vu
lu(z) —u(y)| < [ |/ (t)|dt, et donc

1
|Thu(z) —u(z)| < \hI/U |u/ (z + th)|dt.

Par inégalité de Jensen,
1
|Thu(z) — u(z)P < \h|p/ |u'(x + th)[Pdt.
0

Si on rpend w’ CC I tel que w’ + th C w pour tout t € [0, 1], alors

1
s =l < P [ [ 1o o < I
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Montrons 3 = 2. Soit ¢ € C}(I) et w CC I tel que supp(¢) C w. Soit h € R
tel que |h| < d(w,R\I). On a

Cllgllglhl > ] / mu—u)@‘ _ ] [ ot o myis]

En divisant par h et en le faisant tendre vers 0, par théoréme de convergence
dominée on obtient bien
[+

Il est parfois utile (pour utiliser la convolution ou la transformation de Fourier)
d’étendre des fonctions d'un intervalle I & R tout entier.

< Cllellg-

O]

Théoréme 7.1.8 (Prolongement). Soit I un intervalle ouvert de R. Il existe un
opérateur linéaire P : WiP(I) — WLP(R) continu t.q. (Pu)|; = u pour tout
u € WHP(I).

Proof. Si I non-borné, on peut supposer I =]0, +oo[ par un changement de variable.
On peut ensuite prolonger u € WP par continuité en 0, puis par parité (u(—z) =
u(z)) sur R. Cette opération est linéaire, et ||Pu|ly1om) < 2||ullwie (-

Si I est borné, on peut supposer I =]0,1[. On l’étend par parité a | — 1,1],
puis par symétrie (u(l +1t) = u(1 —¢)) & ] —1,2[. En considérant g € C2° avec
Do < g < 1j_y/2,3/2[ €t en posant Pu = gu, on obtient bien une fonction de
WLP(R), dont la norme est controlée par |[wllwie(r)- O

Proposition 7.1.9. Soit p € L*(R) et u € WHP(R). Alors pxu € WHP(R) et
(p*xu) =pxu.
Proof. Exercice. 0

Théoréme 7.1.10. Soit p € [1,+oo[. L’espace D(R) est dense dans WIP(R) (pour
la norme WYP). Plus généralement, {u|r,u € D(R)} est dense dans WHP(I).

En revanche, D(I) n’est pas forcément dense dans W1P(I). On verra plus tard
quelle est son adhérence.

Proof. On procéde par troncature et régularisation par convolution. Soit 1 une
fonction lisse telle que 1j_; 1) < 1 < 199 et mu(t) = n(t/n). Soit p, un noyau
régularisant. On pose u,, = 1, (pn * w). Par construction, u, € D(R).

Up — U = N (pn *xu —u) + (N, — 1)u.

Le premier terme tend vers 0 dans LP car produit d'une suite bornée dans L™ et
d’une suite qui tend vers 0 dans LP. Le second tend vers 0 dans LP par application
du théoréme de convergence dominée.

Ensuite

/

=07 (/n) (o w) + e (pn x ' — ') + (0 — 1)

Les deuxiéme et troisiéme terme tendent vers O par le méme raisonnement que
précédemment, et le premier tend vers 0 dans LP grace au facteur n='. 0
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Définition 7.1.11. Un opérateur linéaire T entre deur espaces de Banach E et F
est compact si T(Bg) est compact dans F (o0 Bg est la boule unité de E).

Théoréme 7.1.12 (Injections de Sobolev en dimension 1). Soit I un intervalle
ouvert de R. Il existe un constante C telle que pour tout p € [1,00) et tout u €
WP(I) on ait

|ulloo < Cllullwrr -

Si de plus I est bornée alors
1. Sip > 1 alors linjection de WP (I) dans C(I) est compacte.
2. L’injection de WH(I) dans Li(I) est compacte pour tout q € [1,+00).

Proof. Pour la premiére partie, grace au théoréme de prolongement il suffit de
considérer le cas oit I = R. Soit u € C}(R). On a

xr

u@| < [ o)< Jull
—0oQ

ce qui donne l'inégalité pour p = 1 et u € C}(R). Pour p > 1, on a u|u[P~! € C1(R)

et en calculant sa dérivée on a

T

()P u(z) = / pud () |ulP~Ldt

—00

d’ot1, en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient
Ju(@) [P < pllullp~ ] < pllullfy -
Comme de plus sup p'/? < oo on obtient
ulloo < Cllullwra.

Pour le cas général u € WP, on considére une suite u,, de C}(R) qui converge vers
u dans WP, D’aprés I'inégalité précédente, (uy,) est une suite de Cauchy dans L™,
donc converge, et la limite est u. On en déduit I'inégalité pour tout u € WhP.

Supposons maintenant I borné. La premiére partie est une conséquence du
théoréme d’Arzela-Ascoli et de la Holder-continuité qu’on a déja démontrée. Pour
la seconde partie, on va montrer que la boule unité de Wh! (qu’on notera B) vérifie
les hypothéses du théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov dans L?. Soit w CC I et
h € R tel que |h| < d(w,R\I). On a déja vu que

70w = ullpyey < [RI[W|ly < |R] Yu € B

et donc
[I7nu = ullfq ) < llmnu — ull1(2uls0)? ™ < C|h|

via l'inégalité de Sobolev. Donc B vérifie la premiére condition du théoréme de
Riesz-Fréchet-Kolmogorov. Pour la seconde condition, on a

lull L) < llulloD\w]/* < ClN\w|Y? Vu € B

ce qui donne la seconde condition du théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, et
conclut la preuve. O
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Corollaire 7.1.13. Si I est non-borné, p € [1,+o0o[ et u € WHP(I), alors

lim wu(zx)=0.
|x|—o0,zel
Proof. Soit u € WHP(I). On sait qu'il existe une suite u, de D(I)N qui converge
vers u dans W1P(I), et donc dans L>(I). Or toute limite de foncitons continues &
support compact dans L* tend vers 0 & 'infini. O

Corollaire 7.1.14. Soit u,v € WLP(R). Alors uv € WLP(R) et pour tout x,y € R
on a

/ L) (B)dt = — / 0ot + uly)o(y) — u(@)o(a).
Proof. Exercice O

Définition 7.1.15. Pour p € [1,+00), on note Wol’p(l) Uadhérence de C}(I) dans
WLYP(I) (munit de sa norme d’espace de Sobolev).

Par définition W(} P(I) est un sous-espace fermé de WP (I), donc c’est un espace
de Banach, et il vérifie les propriétés énoncées pour W1P(I) dans le Théoréme

Théoréme 7.1.16. Soit u € WYP(I) (identifié a son représentant continu sur I.
Alors u € Wol’p(l) si et seulement si u — 0 sur OI.

Proof. Par densité de C.(I), comme l'inégalité de Sobolev implique la convergence
uniforme des représentants continus des suites convergentes dans WP, les éléments
de VVO1 P sont nuls sur d1.

Réciproquement, soit u € VVO1 P (toujours identifié & son représentant continu).
Soit G une fonction C! impaire sur R, nulle sur [—1,1] et telle que G(t) = t sur
[—2,2]¢. On pose u, = n~'G(nu). Par construction, supp(u,) C {z; |u(z)| > n~1},
qui est compact. On vérifie directement (4 1’aide du théoréme de convergence
dominée) que u, converge vers u dans WP, ce qui conclut la preuve. O

Proposition 7.1.17 (Inégalité de Poincaré). Soit I un intervalle ouvert borné.
Alors il existe C > 0 telle que

lullwrr < Clld |1 Yu € Wy P(1).

Autrement dit, sur VVO1 P(I) la norme de Sobolev et la norme L? de la dérivée
définissent des normes équivalentes. C’est faux sur WHP(I), & cause des fonctions
constantes non-nulles.

Proof. Soit I =]a,b[. On a

u(z)| = / d(B)dt Vel

d’on [|ulleo < ||¢/|]1, et inégalité de Holder permet de conclure. O

Théoréme 7.1.18 (Poincaré-Wirtinger). Soit I un intervalle ouvert (possiblement
non-borné) et w € WHH(I). On a ||u — tl|oo < [|W/]|1, ot uw = |I|7F [, u.

Proof. On considére le représentant continu de w. Par théoréme des valeurs in-
termédiraire, il existe xg € I tel que u(xg) = w. Comme pour tout y on a
lu(y) — u(zo)| < [[u'|| 11 (1), la conclusion suit. O
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7.2 Espaces de Sobolev en dimension supérieure

Définition 7.2.1. Soit p € [1,4+00] et Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev
WLP(Q) est

whr(Q) = {u € LP(Q);Vi € {1,...,d}3g; € LP(Q) t.q. / udip = —/w Vo € Ccl(Q)}.
Q

On peut remplacer C}(Q) par D() par densité. C’est I’ensemble des fonc-
tions dont les dérivées partielles d’ordre 1 au sens des distributions peuvent étre
représentées par des fonctions de LP. Ces fonctions sont uniques dans LP, et on
pose d;u = g, et Vu = (Du, ..., Oqu)t.

On munit I'espace WP de la norme

[ullwery = [lullpe ) + [Vl Le)-

Lorsque p = 2, on note WP = H! et on le munit du produit scalaire

(u, V)1 == /uv + (Vu, V.
I

Comme en dimension 1, on a

Théoréme 7.2.2. Pour tout p € [1,+00], (W'P(Q),|| - |lw1ir) est un espace de
Banach. 1 est réflexif si 1 < p < oo. Il est séparable st 1 < p < oo. L’espace
H(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Plus généralement, on peut définir 'espace WP des fonctions dont les dérivées
d’ordre inférieur ou égal & m sont des éléments de LP, c’est & dire

W™P(Q) = {u e LP(Q);Va € N tq. |a| < m,3g, € LP(Q) t.q. / ud®p = (—1)l°l /gago Yo € D(Q)}
Q

Les dérivées partielles sont encore notées 0%u. On peut le munir de la norme
> laj<m |10%ullp. Lespace W™2 est noté H™, et est muni du produit scalaire na-
turel. Le Théoréme se généralise aux ordres supérieurs.

Lemme 7.2.3. Soit (up)nen une suite de WP(Q). Si (uy,) converge vers u dans
LP et (O;up,) converge vers v; dans LP pour tout i € {1,...,d}, alors u € WP,
Ou = v;, et (u,) converge vers u dans WP,

Proof. Méme preuve qu’en dimension 1. O

Théoréme 7.2.4 (Théoréme de densité de Friedrichs). Soit Q un ouvert, p €
[1,+00) et u € WHP(Q). 11 existe (un)nen € D(RHN telle que uy|qconverge vers u
dans LP(Q) et Vuy|, converge vers Vul, dans LP(w) pour tout w CC Q.

On verra plus tard qu’on peut faire mieux lorsque 'ouvert est régulier.

Proof. Soit p, une suite régularisante, 7 une fonction lisse telle que 1p 1) < 7 <
1B(0,1),7n := n(-/n) et @ la fonction qui prolong u apr 0 sur RAN\Q. On vérifie a la
main que uy, := N, (pp, * ) convient, en utilisant que si w CC €, alors pour n assez
grand V(p, *x u) = Vu sur w. O
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Notons au passage que D(R?) est dense dans W1HP(R?) lorsque p < oo.

Proposition 7.2.5. Soit u € LP(Q) avec p > 1 (possiblement p = o), et q
Pexposant dual (p~! +¢q~ ' =1). Alos on a équivalence entre

1. uwe Whe(Q);
2. il existe C > 0 telle que | [;udip| < Cll¢l|La pour tout ¢ € CH(Q) et i €
{1,...,d}.

8. 1l existe C > 0 telle que pour tout w CC Q et h € R? qvec |h| < d(w,R\Q)
on ait
[IThu — ullLe(w) < Clh]-

Comme en dimension 1, si p = 1, on a toujours 1 = 2 et 2 < 3, mais on n’a
pas 2 = 1.

Proof. La preuve est faite exactement comme en dimension 1, sauf pour 1 = 3.
Soit u € CH(Q) et h € R? avec |h| < d(w, R\Q). On suppose pour I'instant p < oco.
On a

1
|Thu(x) — u(z)] < \h\/o |Vu(z + th)|dt

et donc, par inégalité de Jensen,
1
() — u(@)? < |hfP / V(e + th)[Pdt.
0

Soit w' = w + B(0,|h]) CC Q. En appliquand le théoréeme de Fubini on a

1
/ |Thu(z) — u(z)Pde < \h]p/ / |Vu(z + th)[Pdedt < \h\pHVuH]zp(w,).
w 0 Jw

On en déduit que 3 est vérifice pour u € WHP(Q) en appliquand le théoréme de
densité de Friedrichs. Le cas p = 0o s’obtient en passant & la limite en p. O

Théoréme 7.2.6 (Prolongement). Soit Q un ouvert borné régulier de R, Il existe
un opérateur linéaire P : WP (Q) —s WLP(RY) continu t.q. (Pu)|q = u pour tout
u € WhHr(Q).

On pourra consulter [6, Section 5.4] pour une preuve.

Corollaire 7.2.7. Soit Q un ouvert régulier, p € [1,+oo[ et u € WHP(Q). II existe
une suite (u,) € D(RHY telle que u,|Q converge vers u dans W1P(Q).

Proof. On considére comme précédemment une suite de troncatures (9, )nen et une
suite régularisante (pp)nen, ainsi que P l'opérateur de prolongement.

Si Q est borné, on utilise 7, (Pu * p,) pour approximer v € WHP(Q). Si Q est
non-borné, on commence par choisir k tel que ||npu — ullj1e < €, et on prolonge
nru en une fonction v € WIP(R?). Alors |1, (v * pn) — ul Q) < 26 pour n assez
grand, ce qui permet de conclure. O
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7.3 Inégalités de Sobolev
Lemme 7.3.1. Soit fi, ..., fs € LY RI). Pour x = (1, ...,24) € R, on pose
T_i = (1, ooy By 1, T 15 -y T4) € RET!

et

Alors f € L'(RY) et

d
[l Lr(ray < H | fillpa-1 (ma-1)-
=1

Proof. On procéde par récurrence sur d. Pour d = 2, c’est immédiat, en utilisant
le théoréme de Fubini. Supposons I’énoncé vrai pour d > 2, et montrons qu’il est
vrai pour d + 1.

Soient fi,...far1 € LYRY) et d' = d/(d — 1). Alors Vzgy1 € R, en appliquant
I’hypothése de récurrence on a

d

d
/Rd H |f’i(x*i7 xd+1)’d,d$ < H Hfl(a xd-i—l)”%d(Rd—l)-
i=1 =1

En utilisant 'inégalité de Holder (avec exposants d et d’) on en déduit

d

df(xlwuaxwxd—&-l)dxl -dzg < ||fd+1HLd R4) HHfz $d+1)||Ld(Rd 1
i=1

On intégre par rapport a z441 et on utilise I'inégalité de Holder pour conclure. O

Théoréme 7.3.2 (Gagliardo, Nirenberg, Sobolev). Soit p € [1,d), et soit p* défini
par la relation

p* p d
1l existe une constante C > 0 telle que

o < C||Vull, Yue WHP(R?).

Proof. Nous allons démontrer I'inégalité dans le cas u € C}, le cas général s’en
déduit par densité. Pour z € R? on pose

fi(w_s) 2—/R\Biu(x_i,t)]dt.

On a |u(z)| < fi(z—;), et donc

d

|u(x)|d/(d*1) < Hfi(x_i)l/(dfl)_

i=1
Une application du lemme précédent nous donne

d

d/(d—1) a 1/(d=1) 1/(d=1)
It < IT( [, #e-oes) < TTiowl
=1
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On déduit via 'inégalité géométrique que
ull pas@-n < [[Vull1,

ce qui nous donne le résultat pour p = 1 (aprés avoir utilisé la densité des fonctions
lisses dans WH1(R9)).

Pour le cas p > 1, soit u € WP et a > 1 qu’on fixera plus tard. En appliquant
I'inégalité pour p =1 4 v = ulu/*!, on a

- ~1
ullFad/@-1) < a/ [ul* ™Vl < o [Vullpl[ull 5ot - (7.1)

oll on a utilisé I'inégalité de Holder. On prend alors « tel que

ad  (a—1)p ad
i—1  p—-1 “d-1 "

ce qui conclut la preuve.

Par interpolation on en déduit

Corollaire 7.3.3. Soit 1 < p < d. On a un injection continue de WHP(R?) dans
LY(RY) pour tout q € [p,p*].

Dans le cas critique p = d, on a

Théoréme 7.3.4. Pour tout q € [d, +00) lespace WH4(RY) s’injecte continiment
dans LI(R?).

Proof. On part de Uinégalité (7.1) avec o > 1 arbitraire et p = d. En utilisant
I'inégalité de Young, on en déduit

ul| paas@-1 < C()(|[Vulla + |ull(@-1)a/@-1)-
Si on rpend a = d, on obtient

lull a2 /a1y < CUIVulla +[lulla)

et donc l'injection continue dans L&/@=1) pyr interpolation, on a aussi l'injection
continue dans L4 pour g € [d,d?/(d—1)]. On reprend ensuite ce raisonnement pour
a=d+1,d+2... pour obtenir tous les exposants ¢ € [d, +00). O

Dans le cas sur-critique, on a la continuité:

Théoréme 7.3.5 (Morrey). Soit p > d. Alors Uespace WP (RY) s’injecte contini-
ment dans L= (R?). De plus, si f € WIP(R?), elle admet un représentant continu
(encore noté f), et il existe une constante C > 0 telle que

[f(@) = F()| < CIIV f]zo|a — y[' .
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Proof. Supposons f € CL. Soient , € RY et Q un cube dont les arrétes sont
paralléles aux axes de coordonnées, et sont de longueur r = 2|z — y|. Dans toute la
suite, C' sera une constante qui peut varier de ligne a ligne, mais qui ne dépendra
jamais de f, x ou y. Pour tout z € ) on a

1 1
[f(z) = f(2)] </0 \Vf(w+f(2$))\|2x|dt<07“/o IV f(z+t(z —x))|dt.

Posons f :=|Q| ™! fQ f. En intégrant 'inégalité précédente, on a
@) = FI<iQr [ 1w - 1)
1
< crl—d/ / \Vf(z +t(z — x))|dtdz
QJo

< Crl—d/01/ |V f(y)|dydt

ou Qr = (1 —t)x +tQ C Q. En appliquant I'inégalité de Holder et en notant p’
I’exposant dual de p, on a

/Q IV ()ldy < IV F11| Qi P < OV [t rd/.
On a alors

£(@) = fI < Cri=H 17 ||V £}, = Or1 =7V 1],
Dot |f(z) — f(y)] < C||V f[plz —y| =47,

Pour la borne L, on reprend le raiosnnement précédent avec un cube de
longueur 1 contenant x pour obtenir

[f(@)] < 1f(@) = FI+ 11 < CIV Ll + [ullp < Cllullws.

Dans le cas d’un domaine borné, on a via le théoréme de prolongement :

Théoréme 7.3.6. Soit Q ouvert régulier de RY avec O borné, et p € [1,+00]. On
a

1. Sip < d, alors WP (Q) s’injecte continiment dans LY(Q) pour tout q € [p, p*]
(toujours avec p* = (d — p)/(dp)).

2. Sip = d, alors W'P(Q) s’injecte contindiment dans L4(Q) pour tout q €
[d, +00).

3. Sip>d alors WHP(Q) s’injecte contindment dans L ().

On a également des injections compactes dans le cas sous-critique :

Théoréme 7.3.7 (Rellich-Kondrachov). Soit Q ouvert régulier borné de R?, et
p € [l,4+00]. On a

1. Si p < d, alors Uinjection de WYP(Q) dans L)) est compacte pour tout
q € [p,p*) (toujours avec p* = (d — p)/(dp)).
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2. Si p = d, alors linjection de W P(Q) dans LI(Q) est compacte pour tout
q € [d, +00).

3. Si p > d alors Uinjection de WYP(Q) dans C(Q) est compacte.

En revanche, I'injection de W1(Q) dans LP" (Q) n’est pas compacte. De plus, si
Q) est non borné, en général 'injection de WP(Q) dans LP(£2) n’est pas compacte.
Si Q est régulier borné, on déduit du théoréme de Rellich-Kondrachoc que toute
suite faiblement convergente dans W1P(Q) est fortement convergente dans LP(£2).

Proof. Nous allons démontrer la premiére partie en vérifiant les hypothéses du
théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov. La partie 2 se prouve de maniére ana-
logue. La partie 3 est une conséquence immeédiate du théoréme de Morrey et du
théoréme d’Arzela-Ascoli.

Soit o € (0,1] tel que % =a+ llj*a. Soit w CC Q et |h| < d(w,RN\Q). Pour
u € WHP(Q), on a

||Thu — UHL‘I(w) < lmhu — u||%1(w)”7-hu - u”i_*a(w)

BV ul 11 ) (21l Lo )

<
< Cla*lullwrr(o)

oll on a utilisé l'inégalité de Sobolev et la Proposition (plus précisément,
I'implication qui reste vraie lorsque p = 1). Ceci nous donne la premiére condition
dans le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Holder, on a

1_ 1
ul| o \w) < [ull e (@) [Q\w]a 77,

ce qui donne la deuxiéme condition dans le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov,
et conclut la preuve. O

7.4 Espaces W,"(Q) et traces de fonctions W7

On note encore o la mesure de surface sur le bord de 'ouvert 2.

Lemme 7.4.1. Soit p € [1,+00) et Q un ouvert régulier borné de R?. I existe une
constante C' > 0 telle que pour tout f € WIP(R?) on ait

1/p
11l iro) = ( | If(w)\pdo(w)> < Ol ey,

Proof. On ne fera la preuve que dans le cas d’un demi-espace Q = R41 x R%. Le
cas général se fait & partir de celui 1a, en rectifiant 02 par cartes locales.
Commencons par le cas f € C}(R?). Pour tout 2/ € R on a

(!, 0) < / 10a(u?) (!, 5)ds = p / P (!, ) |Bu(e!, $)\ds.
0 0

Pour p = 1, la conclusion suit en intégrant en 2’. Pour p > 1, l'inégalité de Young
nous donne

lu(z',0)]P < C (/ lu(2’, s)Pds +/ |0du(x',s)\pds>
0 0
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et l'inégalité suit en intégrant en z’. Pour le cas général, on utilise la densité de
CHR?) dans WHP(RY) et la complétude de LP(99). O

Comme application, on obtient I’existence d’un opérateur de trace comme pro-
longement continu de la restriction sur le bord :

Théoréme 7.4.2. Soit Q un ouvert régulier borné de R, Il existe un opérateur
linéaire continu T : WHP(Q) — LP(0Q) tel que Tf = flaq pour tout f € CL(RY).

Définition 7.4.3. Soit p € [1,+00) et Q un ouvert réqulier de R?. L’espace
Wol’p(ﬂ) est l'adhérence de CL(Q) pour la norme WHP(Q). On note aussi H}(Q) :=
Wy (9)

L’espace VVO1 P () est un sous-espace fermé de W1P(Q). C’est donc un espace de
Banach, et il est réflexif si p € (1, +00). L’espace Hg () est un espace de Hilbert.

Théoréme 7.4.4. Soit Q un ouvert borné régulier, T' 'opérateur de trace sur 052,
et f € WHP(Q). Alors f € Wol’p(Q) sst Tf =0.

Autrement dit, W(} P(Q)) est le noyau de l'opérateur de trace.
L’inclusion I/VO1 P(Q) C Ker(T) est immédiate, par continuité de opérateur T
On pourra consulter [6, Section 5.5] pour la preuve de U'inclusion inverse.

Proposition 7.4.5 (Inégalité de Poincaré). Soit p € [1,400) et Q un ouvert
régulier borné de R®. Il existe une constante C > 0 telle que

o) < ClV flloy Vf € WyP(9).

En particulier, sur Wol’p(Q), la norme WP et f —s ||V f||, sont des normes
équivalentes (mais elles ne le sont pas sur WP tout entier).

Proof. Soit M tel que Q C {|z1| < M}. Soit u € C}(Q). On a
1
u(z) = 2M/ Ohu(x — 2tMey)dt.
0
Ensuite

1
/\u|p< (2M)p// |Ovu(x — 2tMeq)|Pdtdr < (2M)p/ |Vul?,
QJo Q

et on conclut par densité de C1(€2) dans W, (). O

7.5 Calcul des variations et EDP

7.5.1 EDP linéaires

On considére le probléme de Dirichlet sur un domaine © (ouvert borné régulier)
avec condition de bord homogéne

—Au = f dans Q; wu =0 sur 092 (7.2)

avec f € L*(Q).

89



Définition 7.5.1. Une solution au sens faible (ou des distributions) de (7.2)) est
une fonction u € H(Q) telle que Yo € L? on a

/QVU-V@—/QJ’(;:.

Théoréme 7.5.2. L’unique solution de (7.2)) est donnée par l'unique minimiseur

" J(v) == ;/|Vv|2+/vf.

Ce théoréme peut étre démontrée par application du théoréme de représentation
de Riesz dans I'espace de Hilbert Hi. On détaille la preuve (qui est plus ou moins
la méme que celle du théoréme de Riesz) pour souligner les arguments qui seront
utiles dans des cadres plus généraux (notamment non-linéaires).

Proof. On prouve l'unicité du minimiseur par stricte convexité de J.
On vérifie que J est minorée car, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
I'inégalité de Poincaré, on a

1
3w 5 [ 190 = lollell 7l

> Ol — Sl — 511713

> =C'||f15.
Soit vy, une suite minimisante de J. On vérifie aisément que ||Vv||2 est bornée, et
donc que (vy,) est bornée dans H&, apr application de I'inégalité de Poincaré. On
peut donc extraire une sous-suite faibelment convergente, qu’on notera encore (vy,)
sans perdre de généralité. Comme v — [ |[Vv|? ets faiblement s.c.i (car fortement
s.c.d. et convexe) et que v —» [ fu est continue, J est s.c.i., et donc la limite faible

des (vp) est un minimiseur global de J. On notera ce minimiseur u.
Pour montrer que u vérifie 'EDP, on analyse la premiére variation de J :

J(u+sgo)J(u)zs(/Vchan/ﬁp) +0(e?) > 0.

En faisant tendre € vers 0, et en obtenant 'inégalité inverse en remplacant ¢ par
—(p, on obtient bien

/vu-v¢+/fcp=0 Vo € HE(Q).

Réciproquement, si u vérifie 'EDP, ¢’est un point critique de J. Mais comme J
est strictement convexe, elle admet un unique point critique, qui est son minimum

global. O
Pour trouver une solution de

—Au = f dans Q; wu = g sur 0N (7.3)

avec g € H'(Q), on cherche & la place un minimiseur de J sur I'espace affine

g+ Hg(Q).
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Théoréme 7.5.3 (Lax-Milgram). Soit F un espace de Hilbert, et a une forme
bilinéaire continue coercive. Pour tout f € I, il existe un unique u € I tel que

a(u,z) = (f,z) VYx € F.

Ce théoréme généralise celui de Riesz en autorisant I'utilisation de formes bil-
inéaires non-symmeétriques.
Comme application, on peut étudier les solutions faibles de 'EDP

— Z@i(ai7j8ju) = f dans Q; wu =0 sur 90 (7.4)
4,3

lorsque les a; ; € L°°(12) vérifient la condition d’ellipticité

> aig(@)yiy; = Myl vy € R?

pour un certain A > 0, et pour presque tout z € €2, en considérant I'unique min-

imiseur de ]
v — Q/Zai,j&iv@jv%- /fv.
7/7-]

La condition d’ellipticité (avec l'inégalité de Poincaré) permet de vérifier que la
forme bilinéaire utilisée est coercive.

7.5.2 Exemples d’EDP non-linéaires

On considére la fonction

ﬂﬂzAFNﬂ+ﬂﬁ

avec () un ouvert régulier borné. On suppose dans toute la suite que F et G
sont continues, et que G est minorée.

Lemme 7.5.4. Supposons que il existe A > 0 et B € R, ainsi que p > 1, tels que
F(z) > Alz|P + B VzeR?
et que I est conveze. Alors J admet au moins un minimiseur sur Wol’p(Q).

Si de plus J est strictement convexe, alors le minimiseur est unique.

Proof. Les minorations de F' et G garantissent que J est minorée. Soit (fy)nen
une suite minimisante. L’hypothése de croissance sur F' et la minoration de J im-
pliquent que ||V f, ||, est bornée. L’inégalité de Poincaré implique alors que (f,)nen
est bornée dans WP, et donc qu’on peut en extraire une sous-suite faiblement con-
vergente, qu’on notera encore ( f,)nen sans perdre de généralité. Notons f la limite.
De plus, l'injection de W1P(Q) dans LP() étant compacte, on peut supposer que
fn converge fortement dans LP vers f (et aussi p.p.).
Le lemme de Fatou donne

imint [ G(7,) > [ 60
et on sait que v — [ F(Vv) est s.ci. pour la topologie forte de WP donc

faiblement s.c.i. car elle est aussi convexe. On en déduit alors que J(f) < inf J, et
donc que f est un minimiseur de J. 0
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A noter que sans I’hypothése de convexité, il peut ne pas y avoir de minimiseur.
La fonctionnelle

! 1.4
ﬂw=z;ﬂ—WWY+ﬁ;u€W®G&m

vérifie inf J = 0, mais n’admet pas de minimiseur.

Théoréme 7.5.5. FEn plus des hypothéses du Lemme|7.5.4, supposons que F et G
soient O, et qu’il existe C > 0 telle que

IVE(2)] < C(l2/P7 +1)

et que il existe ¢ > 1 tel que W1P(Q) C L4(Q) (en utilisant les inégalités de Sobolev)
et que

G (w)] < C(Jul"" +1).
Alors tout minimiseur uw de J dans Wol’p(Q) est solution faible de ’EDP

—div(VF(Vu)) + G'(u) = 0; ulsq =0,

c’est a dire que

/VF(VU) -V + /G'(u)go =0 Vp e Wol’p(Q).
Proof. Soit ¢ € Wol’p(Q) et € € (0,1). On a par définition de u

Lt ep) — (W) >0

Posons .
Ne i= E(F(Vu +eVp) — F(Vu)).

Comme F est O,
ne — VE(Vu) -V p.p.
e—0

De plus, en utilisant I'inégalité des accroissements finis et les hypothéses de crois-
sance sur F', on a

el <[Vl sup  [VF| < CIVo|(1+ ([Vul + [Ve|)PH) € L.
[Vu,Vu+eV]

On peut donc utiliser le théoréme de convergence dominée pour obtenir
/ Ne — / VE(Vu) - V.
Q Q

i/G(u—l—sgp) — G(Vu) — /G/(U)‘P-

De méme, on a

On a donc
/ VF(Vu) -V +/G’(U)tp >0 Vo e WyP(Q).
Q

En remplacant ¢ par —p, on voit qu’il y a égalité, ce qui conclut la preuve. O
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On considére maintenant
J(u) ::/ |Vau|? + \u?
Q

quon cherche & minimiser non pas sur I'espace de Sobolev H}(2), mais sur son
intersection avec la boule LP:

Bp::{UEHl;/upzl
Q

avec 2 < p < p* (pour que 'injection de Sobolev soit compacte). A TERMINER
Le troisieme exemple fait en cours (en 2024 seulement) était le probléme de
Thomas-Fermi, on pourra consulter [I1, Chapitre 11]
Le phénomeéne de concentration-compacité vu pour les mesures au Chapitre 4
a un analogue dans les espaces de Sobolev. On pourra consulter [I0] pour une
introduction pédagogique a ce sujet.
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Chapter 8

Analyse spectrale

Dans tout ce chapitre, E et F seront des espaces de Banach (et souvent des espaces
de Hilbert).

8.1 Adjoint d’un opérateur

Définition 8.1.1. Un opérateur est une application linéaire T' définie sur un sous-
espace vectoriel D(T) C E, a valeurs dans F. L’espace D(T) est le domaine de
Vopérateur T

On dit que T' est un opérateur borné si D(T) = E et si T est continu.

On dit que Ty est une extension de Ty si D(T1) C D(T») et si TQ\D(TI) =1T7.

Exemple 8.1.1. T(f) = f’ est borné sur H', mais pas sur L?.

On dit que T est & domaine dense si D(T) = E.
On note Im(7T') 'image de T, Ker(T) son noyau, et Gr(T) = {(z,T(x)),x €
D(T)} son graphe. L’opérateur T' est fermé si son graphe est fermé.

Définition 8.1.2. Soit T' un opérateur & domaine dense. On définit
D(T*):={fe€F"tq xe€D(T)— f(T(x)) est continu}

et T lopérateur linéaire continu, appelé adjoint,

T . D(T™) — E*
| f— (@ — f(T(2)).
A noter qu’on n’a pas supposé que T est borné dans cette définition.

Exemple 8.1.2. Si E est un espace de Hilbert et T un endomorphisme de E, alors
T* est Uopérateur tel que Vr,y € E on a

(T'(),y) = (=, T"(y))-

Exemple 8.1.3. Si E = F = L?(R) et T(f) = f' + f sur H'(R). Alors comme
Vf,g € HY(R) on a

/(f’+f)g+/f(—g’+g)

T*(9) = —¢g' +¢g; D(T*)=H'(R).
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Définition 8.1.3. Si A est un sous-espace vectoriel de E, son orthogonal est
At ={f e E*; f(z)=0vVze A}.
Si B est un sous-espace vectoriel de E*, son adjoint est
Bt :={x € FE; f(z)=0Vf¢c B}.
Il n’y a pas d’ambiguité lorsque E est réflexif.

Exercice 8.1.1. Soient M wun sous-espace vectoriel de E, et N un sous-espace
vectoriel de E*.

1. Montrer que (M) =M et N C (N1)*.

2. Montrer que si E est réflexif alors (N+)* = N.

3. Montrer que en général (N+)* est l'adhérence de N pour la topologie faible-*.
Solution 8.1.1.

Proposition 8.1.4. Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire 4 domaine
dense (pas forcément continu). Alors T est fermé.

Proof. Soient (f,) € D(T*)N tq f, — f dans F* et T*(f,) — g dans E*. Alors
Ve € D(T) on a

F(T(@)) ~ g(x) = lim fo(T(x)) — T*(fula)) = 0.

Deplus, Vo € D(T) ona|f(T(z))| < ||g||g+||x||- Donc f € D(T*) et T*(f) =¢g. O

Remarque 8.1.1. Si T est un opérateur borné, alors D(T*) = F* et T* est borné,
avec |[T*||op = [|T'||op-

Proposition 8.1.5. Soit T : E — F un opérateur borné et fermé. Alors
Ker(T) = (Im(T*))%; Ker(T*) = (Im(T));

Im(T*) C Ker(T); Im(T) = (Ker(T*))*.

De plus
Im(T) fermé < Im(T*) fermé

Im(T) = (Ker(T*))* & Im(T™) = Ker(T)*.

Proof. Exercice. O

8.2 Opérateurs compacts

Définition 8.2.1. Un opérateur T' borné est de rang fini si Im(T") est de dimension

finie.
Un opérateur borné T : E — F est dit compact si T(Bg(0,1)) est relativement
compact dans F (pour la topologie forte).

On note IC(E, F) ’ensemble des opérateurs compacts de E vers F.
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Proposition 8.2.2. L’adhérence (pour la norme opérateur) de l’ensemble des
opérateurs de rang fini est inclus K(E, F) (qui est fermé). Si F est un espace
de Hilbert, il y a égalité.

Proof. Commencons par montrer que IC(E, F) est fermé. Soit (7,) une suite
d’opérateurs comapcts convergeant vers un opérateur 7. Comme F' est complet, il
nous suffit de montrer que pour tout € > 0, T'(Bg(0,1)) peut étre recouvert par un
nombre fini de boules de rayons e. Soit € > 0 et n € N tel que ||T;, — T'||op < /2.
Comme T),(Bg) est relativement compact, il existe une famille finie y, ...,y tels
que

T,.(Bg(0, 1)) C UlgingF(yi75/2)~

Alors par I'inégalité triangulaire
T(Br(0,1)) C Uicick Br (i, €)-

De plus, comme les opérateurs de rang fini sont trivialement compacts, on en
déduit immeédiatement que I’adhérence de ’ensemble de sopérateurs de rang fini est
inclus dans K(FE, F). Supposons maintenant que F' ets une espace de Hilbert, et
montrons l'inclusion réciproque. Soit 7" un opérateur compact et € > 0. Il existe
Y1, .., Y tels que

T(BEg(0, 1)) C UlgingF(yia€>-

Soit G l'espace vectoriel engendré par les y; (donc de dimension finie), et pg le
projecteur orthogonal sur G. Alors pg o T est un opérateur de rang fini, et comme
pour tout = € Bg il existe y; tel que ||T(x) — ;|| < € on en déduit que

lpc(T(x)) = T(z)|| <& Va € Bg(0,1).
O

Théoréme 8.2.3 (Théoréme de Schauder). Soient E et F' deuz espaces de Banach.
Un opérateur T : E — F est compact si el seulement st T : F* — E* l'est aussi.

Proof. Supposons T compact, et montrons que T™ est compact. On va montrer
que si (f,) est une suite de Bp~ alors on peut extraire une sous-suite telle que
T*(fyn) converge dans E*. Posons K := T(Bg) et gn := fn|k (la restriction de
fn au compact K). La famille (g,) ets uniformément équicontinue sur le compact
K, donc on peut en extraire une sous-suite g,(,) qui converge uniformément sur K.
En particulier,

sup T*(fion)) (@) = T*(foe)) (@) = sup fom)(T(2)) — fou (T(x)) — 0.

r€BE r€BE n,{—0

Donc (T*(fs(n)))nen est une suite de Cauchy dans E* (pour la norme opérateur),
et donc elle converge.

Réciproquement, supposons T* compact. Alors d’aprés ce qui précéde T** est
compact (comme opérateur de E** dans F**). Si F et F sont réflexifs, cela conclut
la preuve. Dans le cas général, cela justifie que T**(Bpg) est d’adhérence compact
dans F**. On montre ensuite que T(Bg) = T**(Bg) (car T**|g = T'). Comme F
est fermé dans F™**, cela justifie que T'(Bp) est d’adhérence compacte dans F. [
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Exemple 8.2.1. Soit Q un ouvert régulier borné, f € L*() et uy l'unique solution
dans H} de Au= f. Alors l'opérateur

- {L?(Q) — L2(Q)
' f — ufr

est un opérateur compact. En effet, comme uy est un minimiseur de

u—>1/|Vu]2—/fu
2 Jo Q

on a J(up) < J(0)=0. D'ou
1Vusl3 < NIfll2llugllz = |ulla < ClI£]]2

ot on a utilisé 'inégalité de Poincaré. T est donc continu de L? vers H(%, donc com-
pact de L? vers L? via la théoréme de Rellich-Kondrachov (qui garantit l’injection
compacte de H} dans L?).

Théoréme 8.2.4. Soit E = L?(X, 1), espace de Hilbert séparable. Soit k € L?(X x
X, n®@ p). Alors Uopérateur

Kifeb— (y — | f(x)k(w)du)

et un opérateur compact de E vers E.
On appel ce type d’opérateur intégral un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Proof. Exercice fait en TD O

Exemple 8.2.2. Ce théoréme s’applique a k(z,y) = exp(—|z|* — |y|?) le noyauz
Gaussien sur L?(dx), ainsi que si k els une focniton continue & support compact de
R? (toujours dans L*(dx)).

Proposition 8.2.5. Soit (f,) une suite bornée dans L*(R?), telle que

lim sup/ | fn|?dz = lim sup Sup/ ]fn|2dx =0.
lz[>R R—o0 |z[>R

R—oo p n

Alors on peul extraire une sous-suile qui converge fortement dans L?(RY).

Réciproquement, toute suite convergente dans L?(R) vérifie les hypothéses de
cette proposition.

Proof. Pour tout A > 0, on pose
Ty : f— F (L <aF (fLizi<a))-

Plus explicitement,

Ta(f)(2) = (QW)_d/Z/e_iy'ZJHyKA/em'ylxKAf(ﬂﬁ)dﬂfdy

Yy x

= (2m)"4/? / e TY=YE £ (1) dady.
B(0,A)x B(0,A)
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On reconnait un opérateur de Hilbert-Schmidt, qui est donc compact. En partic-
ulier, Ta(f) est compacte dans L2. Soit A > 0 tel que

Sup/ \f,ﬁdm <ceet sup/ \fnlzdac <e.
> A 2> A

n n

En utilisant la formule de Plancherel

ITafn = falle = 1)~ Y21 Tafn — full2
= (2m)" Y211y < aF (faljej<a) — full2
< 2m) 2Ly ca(F(faligica) = f)llz + @m) Y211y afn)ll2
< @2m) || F(falizjea) — full2 + 2m)~42/E

[ fnlizj<a — fallz + (2m)~ 42 \/e
< (14 (2m)72) /.

On en déduit qu'il existe une suite A,, qui croit vers I'infini telle que

sup||Ta, fi = full2 < .
k n

Par compacité de T4, , on peut obtenir une extraction ¢ telle que pour tout n on
ait

1

Vi, L= n ||Ta, forr) — Tan fowllz < o

On voit alors que (f,(5))n est une suite de Cauchy dans L?, et donc converge. [

8.3 Alternative de Fredholm

Théoréme 8.3.1 (Alternative de Fredholm). Soit E un espace de Banach t T :
E — E un opérateur compact. Alors

1. Ker(Id —T) est de dimension finie;

2. Im(Id —T) est fermée et Im(Id —T) = Ker(Id —T7%)*;
3. Id =T est injectif si et seulement si il est surjectif;

4. dim(Ker(Id —7")) = dim(Ker(Id —=7™)).

Autrement dit, 'équation x — T'(x) = f vérifie :

e Soit Vf € E il existe une unique solution;

e Soit I’équation x — T'(x) = 0 a n solutions linéairement indépendantes, et
alors l'équation x — T'(x) = f admet une solution si et seulement si f vérifie
n conditions d’orthogonalité.

A noter que rechercher des valeurs propres non-nulles de T revient & chercher des
A # 0 tels que Id —A™'T soit non-injectif. Comme T compact = A~'T compact,
on voit déja que lalternative de Fredholm sera utile pour étudier le spectre des
opérateurs compacts.
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Proof. 1. Soit Ky := Ker(Id—T) et Bg, sa boule fermée. On a Bg, =
T(Bk,) C T(Bg) donc Bp, est comapcte. Or la boule unité d’un espace
de Banach est fortement compacte ssi I'espace est de dimension finie, donc
Ky est de dimension finie.

2. En utilisant la Proposition il suffit de montrer que Im(Id —7') est fermée.
Soit (y,) une suite de Im(Id —7") convergeant vers y € E, et (z,,) une suite
telle que y, = x,, — T'(zy,) Vn. Montrons que y € Im(Id —T7"). Soit

dy, = dist(zy,, Ker(Id —=T7)).

Nous allons montrer par ’absurde que d, est bornée. Supposons que ce
n’ets pas le cas. Quitte a extraire, on peut supposer d,, — +o0o. Comme
Ker(Id —T') est de dimension finie,

Vn 3z € Ker(Id =T) t.q. d, = ||z, — 2 ||E-

Soit
. Ty — X,
On a )
dist(z,, Ker(Id —=T)) = T dist(zy, Ker(Id —-T")) = 1;
_ Yn
2 — T(zn) = 7z 0.

Comme T est compacte, quitte & extraire on peut supposer T(z,) — v € E.
Or z,—T(z,) — 0 donc z, — v. Mais alors T'(v) = v, d’ou v € Ker(Id —T).
C’ets absurde car par continuité de la distance on a dist(z, Ker(Id —7")) = 1.
Donc (d,,)nen est bornée.

Comme T est compact, quitte & extraire on peut supposer que il existe = tel
que T(x,, — 2})) — z. Dol

T — 2, =yn +T(x,) — T(x)) — y+ 2.

Doncz =T(y+z) douny = (y+z)—T(y+=x) € Im(Id —7). Donc Im(Id —T)
est fermée.

3. Supposons tout d’abord par I’absurde que Id —7T" est injectif, mais pas surjec-
tif. Soit E, := (Id —=T)"(F) (I'image de (Id —T)". C’ets une suite emboitée
de sous-espaces vectoriels de E, strictement décroissante pour l'inclusion car
Id =T est injectif et non-surjectif. De plus, T'|g, est un opérateur compact,
donc B, = Im((Id =T")|g, _,) est fermé. On peut alors construire par récur-
rence (z,) € EY telle que

Vn xn € En; |lznllp =1 et dist(xy, Epi1) = 1/2.
Soient n > ¢. On a
T(xn —x0) = ((xg — T(x0)) — (x0y — T(x)) + 1)) — T4

Comme (x¢ — T(x¢)) — (v — T(zp)) + @) € Epqq et dist(zg, Epyq) > 1/2,
on voit que (T'(zy))r n’admet aucune sous-suite qui soit de Cauchy, et donc
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aucune sous-suite convergente. Cela ocntredit la compacité de T'. Donc Id =T
est surjectif.

La réciproque (la surjectivité de Id —7" implique 'injectivité) se fait en ap-
pliquant le raisonnement ci-dessus a 7%, et en utilisant que Ker(Id —7") =
Im(Id —7%)* et Ker(Id — T*) = Im(Id —T)*.

4. Soit d = dimKer(Id —T') et d* = dim Ker(Id —7*). On peut supposer que
dim E = oo. Notre but est de montrer que d = d*.

Supposons que d < d*. Comme Ker(Id —7T") est de dimension finie, il admet
un supplémentaire topologique, et on peut considérer p la projection continue
sur Ker(Id —T') associée. De méme, comme Im(Id —T') = Ker(Id —7%*)* est de
codimension d*, il admet un supplémentaire topologie dans E, qu’on notera
E, et qui est de dimension d*.

Comme d < d*, il existe ¢ : Ker(Id —=T) — E linéaire injective, et non-
surjective. Soit B =T + £ o p, qui est un opérateur compact car £ o p est de
rang fini. Soit z € Ker(Id —B). On a

0=x—B(z) =z —T(x) — {(p(x)).

Or z — T(z) € Im(Id—T) et {(p(x)) € E, supplémentaire topologique de
Im(Id —=7T"). Donc z — T'(x) = {(p(x)) = 0. D’ou z € Ker(Id —T) et p(x) =0
car ¢. Mais comme p est un projecteur sur Ker(Id —7"), on en déduit que
z = 0. Donc Ker(Id —B) = {0}, et donc Im(Id—B) = FE (car Id —B est
injectif ssi il est surjectif). Mais ceci est absurde, car 3y € E\Im(f), pour
lequel I'équation x — B(z) = y n’a pas de solution. Donc d > d*.

Avec le méme raisonnement sur T, on obtient
dim Ker(Id =7™*) < dim Ker(Id =7™) < dim Ker(Id —-T).

Or Ker(Id —T')  Ker(Id =7%*), donc il y a égalité. D’on d = d*.

8.4 Spectre d’un opérateur

Définition 8.4.1. Soit E un espace de Banahc sur C, et T un endomorphisme
continu de E. Le spectre de T, noté o(T), est le compémentaire de

p(T):={N € C tq. T — \1Id est bijectif de E vers E}.

Un compleze \ € C est une valeur propre de T si Ker(T — A1d) # {0}. L’ensemble
des valeurs propres, appelé spectre ponctuel, est noté o,(T).

On a 0p(T') C o(T), mais en général I'inclusion est stricte. Par exemple,

T: {KQ(N) — W)
‘ (un)neN — (O, UG, UL, - - )

est injectif mais pas surjectif. Donc 0 € o(T"), mais 0 ¢ o, (7).
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Proposition 8.4.2. Soit ' un espace de Banach et T un endomorphisme continu
de E. o(T) est compact et o(T) C Bc(0,||T]|) (la boule fermée du plan compleze,
de rayon ||T|).

Proof. Commencons par montrer l'inclusion. Soit A € C tel que |A > ||T]|, et
f € E. Comme x — A\~ Y(T(x) — f) est L-lipschitz avec L < 1, apr théoréme du
point fixe de Picard I'équation Az = T'(z) — f a une unique solution. Donc T'— A Id
est bijectif. On en déduit que o(T') C Be(0, ||T]).

Il nous reste & montrer que o(7T) est fermé (et donc compact car borné), ce
qui revient & montrer que p(T') est ouvert. Soit \g € p(T'). L’application x —
(T — Ao Id)(z) est linéaire bijective et continue sur I’espace de Banach E, donc son
inverse est continue. Par théoréme de point fixe de Picard, ’équation

T(x)—dx=f<az=(T—XId)(f+(A=X)z)

a une unique solution dés que |A — \o|||[(T — AgId)~!|| < 1. Donc si |A — Aol est
assez petit, A € p(T"), et donc p(T') est un ouvert de C.
O

On va maintenant utiliser ’alternative de Fredholin pour étudier le spectre des
opérateurs compacts.

Théoréme 8.4.3. Soit E un espace de Banach de dimension infinie et T" un endo-
morphisme compact de E. Alors

1. 0 € o(T);
2. a(T)\{0} = a,(T)\{0};
3. Soit o(T') est fini, soit o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

En revanche, on peut avoir 0 ¢ o,(T). Cest le cas pour T = (A)~! comme
endomorphisme de L? (i valeurs dans H}, donc non-surjectif).
Proof.

Si 0 ¢ o(T), alors T est bijectif, et Id = T'oT~! est compact, ce qui est absurde en
dimension infinie.

Soit A € o(T)\{0}. Supposons par l'absurde que Ker(T'— AId) = {0}. Alors
par Dalternative de Fredholm T — AId étant surjectif, il est aussi bijectif, et c’est
absurde. On a donc bien A € o, (7).

11 nous faut montrer que si (A,) est une suite d’éléments distincts de o(7)\{0},
alors A, — 0. Pour tout n, on a Ker(T — A\, Id) # {0}, donc il existe e, # 0 tel
que T'(ey) = Anen. Soit E,, = Vect((ex)r<n). Montrons par récurrence que les e,
forment une famille libre. Supposions que cette propriété est vraie au rang n, et

que
n
€n+1 = Z Qe
1
Alors

0= (T - )\n+1)€n+l

= ar(\e = Ans)e
1
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Or on a A; # A\p41 pour tout k£ < n, et les (ex)1<k<n sont libres. Donc ag = 0 pour
tout 1 <k < n.

En particulier, E, est une suite strictement croissante (pour linclusion) de
sous-espaces vectoriels de E. D’aprés le lemme ci-dessous et une récurrence
immeédiate, il existe une suite (z,,) telle que

Vn |lzn|| =1 et dist(zp, En_1) > 1/2.
A noter que (T'(x,,)) est relativement compacte. Or si n > k
AT () = N T ()| = 1AL (T (@n) = Ann) = A (T () — Akag + 20 — 2|

> dist(xy, Ep_1) > 1.

Donc on ne peut pas extraire de sous-suite telle que A\ T (x,,) converge, et donc au-
cune sous-suite de A, ne peut converger vers 0 (sinon cela contredirait la compacité
relative de (T'(zy,)))-

On voit donc que les éléments de o(T)\{0} sont isolés, et que les o(T) N {\ €
C;|X = 1/n} sont des ensembles finis. Donc si o(T)\{0} est infini, c¢’est une suite
qui tend vers 0. O

Dans la preuve, on a utilisé le résultat suivant :

Lemme 8.4.4. Soit M un sous-espace vectoriel fermé strict d’un espace de Banach
E. Il existe x € E tel que

||lz|| =1 et dist(x, M) > 1/2.
On peut remplacer 1/2 par 1 — e.

Proof. Comme M est un sous-espace strict, il existe y € E tel que d(y, M) > 0. 1l
existe donc i’ € M tel que

On pose z = (y — ') /||y — ¥'||- Pour tout z € M, on a

o y—y
.’E—Z—il—z
ly = ¥'ll
-y ly -yl
ly — /Il
Comme 3/ + z||ly — ¢/|| € M, on voit que
dist(y, M 1
- 2|| = M>,‘

\)

lly — ']
O

Définition 8.4.5. Soit H un espace de Hilbert, et T un endomorphisme borné de
H. On dit que T est auto-adjoint si T* =T, c’est a dire si

Ve,y € Hy (T(x),y) = (2, T(y)).
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Proposition 8.4.6. Soit H un espace de Hilbert, et T un endomorphisme auto-
adjoint de H. Posons

m = inf (T(x),z); M := sup (T(z),z).

=1 ;
llz|l<1 ||l]|<1
Alors {m, M} C o(T) C [m, M].
Proof. Nous allons montrer que
M e o(T) C (—o0, M|

et le résultat suivra en remplacant ensuite 7" par —71'. Soit A > M, et montrons
que X € p(T). On a
(T(x),2) < M]|z|?

et donc
(A —T(z),z) = (A= M)|lz|].

La forme bilinéaire a(z,y) = (Ax — T'(z),y) est donc continue et coercive. Par le
théoréme de Lax-Milgram, pour tout z € H il existe une unique solution &

<)\$ - T(‘T)7y> = <Z7y>vy €EH

et donc AId =T est bijectif. Donc A € p(T)).
Montrons maintenant que M € o(T). a(z,y) = (Mx —T(x),y) est une forme
bilinéaire continue symétrique positive. Par inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

a(z,y)* < a(x, z)a(y, y).

En prenant y = Mz — T'(x), on obtient

Mz — T (z)||* < (Mz —T(x),z) x (MId-T)*z,(MId-T)x)
< C{Mz —T(z),z) x ||Mz —T(z)||.
Donc si (z,,) est une suite telle que ||z,|| = 1 et (T'(xy),xn) — M, on a ||Mz, —

T(xp)|| = 0. Or si on avait M € p(T), on aurait
z, = (M1d-T)"Y(Mz, — T(x,)) — 0
ce qui contredirait ||z,|| = 1¥n. Donc on a bien M € o(T). O

Corollaire 8.4.7. Soit H un espace de Hilbert réel, et T auto-adjoint. Si o(T) =
{0} alors T = 0.

Proof. D’aprés la proposition pr’ecédente, on a
(I'(x),z) =0 Vxe H.

Donc

2T(x),y) = (T(z+y)z+y —(T(x),z) - (T(y),y) = 0.
Donc T'= 0. O
Théoréme 8.4.8. Soit H un espace de Hilbert réel séparable, et T un opérateur

compact auto-adjoint. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs
propres de T,
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Proof. On suppose sans perdre de généralité que T est non-nul. Soit A\g = 0 et
(An)n>1 la suite des valeurs propres non-nulles distinctes de T'. Soit E,, = Ker(T —
AnId), qui est de dimension finie si n # 0. On pose F' = Vect(U,E,). On veut
montrer que F+ = {0}, et que les E,, sont deux a deux orthogonaux. La conclusion
suivra alors en utilisant les bases hilbertiennes des E,, (qui sont de dimension finie,
sauf Fy qui a une base Hilbertienne par séparabilité).

Montrons que si n # k alors E, et Ej sont orthogonaux. En effet, si x € F, et
y € E}, alors

et comme A\, # \; on a bien (z,y) = 0.

On a de plus T(F) C F, et T(F+) C F* avec le méme raisonnement. Soit
Ty = T|pr. Cest un endomorphisme de F+ autoadjoint, et o(Tp) = {0} (car si il
a une valeur propre non-nulle, ca donnerait un vecteur propre dans F-, qui serait
alors dans F' par définition). Mais alors Ty = 0 par le Corollaire . Donc

Ft cKer(T)C F
et alors F- = {0}. O

Proposition 8.4.9. Soit Q un ouvert régulier borné. Il existe une suite A\, de réels
strictement positifs avec N\, — +00 et une base Hilbertienne (e,) de L?() telle
que

en € H&(Q), —Ae,, = \pen, Vn.

On rappelle que la notion de solution de 'EDP est que f Vu - Vv = f fv pour
tout v € H} ().

Proof. On a vu que Uopérateur T qui & f € L? associe I'unique solution de —Au = f
dans H{(Q) est compact (de L? vers L?). C’est aussi un opérateur auto-adjoint
dans L? : si T(f) =u et T(g) =v on a

[rg= [vri)-vo= [ o= [ 110

On considére alors une base Hilbertienne de vecteurs propres, associées aux valeurs
propres g, — 0 (qui sont toutes non-nuls car T(f) = 0 — f = 0), et on pose
An = piy L. O
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